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Abstract

このノートでは、まず最初の統一場理論であるワイルのゲージ理論 (1918)を解説する。
次に、それが量子力学を通して、どのようにゲージ原理につながったかを見る。その後、2
番目の統一場理論であるカルツァ・クライン理論 (1921, 26)を解説する。次に、初期のゲー
ジ理論 (O.クライン, パウリ, ショウ, ヤン・ミルズ)について解説する。最後に、内山龍雄
のゲージ場の一般論を解説する。
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1 要約+α
1915年に、アインシュタインの一般相対論が完成した。これは、計量や接続 (平行移動)や曲
率テンソルといった、幾何学的な言葉で定式化された。一方、当時、重力場以外に知られてい
る場の理論は電磁場の理論のみであった。電磁場の定式化には計量, 接続, 曲率といった幾何学
的な言葉は使われておらず、重力場とは異質に見えた。そこで、重力場と電磁場の両方を幾何
学的な言葉で定式化できないだろうか？という疑問が生じた。この定式化を試みた理論を (ま
たはそれらの理論の総称を)統一場理論という。
最初の統一場理論として、ワイルのゲージ理論が現れた。これは平行移動の概念を拡張し、
平行移動によってベクトルの大きさも変化するとしたものである。平行移動による大きさの変
化を特徴づける量として、ベクトルポテンシャル (と同定されるもの)が現れる。また、ワイル
は、理論がゲージ変換 (gauge = 基準寸法 = 規格)と呼ばれる、計量の局所的変換に対して共
変的だと仮定した。このゲージ変換が、電磁場の「ゲージ変換」や「ゲージ理論」の名前の由
来である。
ワイルのゲージ理論には欠点があったが、ゲージ不変性や、理論に現れるスケール因子が、
量子力学の研究を通して再解釈され、ゲージ原理という概念へと発展した。ゲージ原理は、物
質場の位相の局所変換に対する共変性を要請することで、電磁場と物質場との相互作用の形が
自動的に決まるというものである。
ところで、1921年にカルツァ、1926年に独立にO. クラインによって、カルツァ・クライン
理論と呼ばれる 5次元の統一場理論が発表された。また、フォックも独立に、クラインとほぼ
同時に、同様の 5次元理論を研究した。クラインとフォックの動機は量子力学の研究であり、ハ
ミルトン・ヤコビ的な視点から 5次元の統一場理論に達したようである。
カルツァ・クライン理論に続いて、5次元をどうにか避ける試みがいくつもなされたが、そ
れらはその後の発展にとって、あまり重要ではなかった。また、その外にも様々な統一場理論
が考えられたが、その後の物理や数学の発展に重要だったのは、最初の 2つの統一場理論であ
るワイルのゲージ理論とカルツァ・クライン理論であった。
湯川秀樹の中間子論の後に、核力についての研究が盛んになった。この核力の研究の中で、
初期のゲージ理論が生まれた。O. クラインの 1938年の理論は、カルツァ・クライン理論を拡
張した奇妙な理論であり、奇跡的に SU(2)ゲージ場の強さが現れた。この理論は長い間忘れら
れていて、その後のゲージ理論の発展には影響しなかった。
1953年頃になると、ゲージ原理を核力の場合に、つまり、非可換ゲージ場の場合に拡張しよ
うとする試みが同時に複数の研究者によってなされた：

• W. Pauli(SO(3), 1953年, 未発表)

• C. N. YangおよびR. Mills(SU(2), 1954年)[9]

• R. Shaw(SU(2), 1955年)

• 内山龍雄 (一般の線形リー群, 重力場も含む, 発表は 1956年)[5, 3]。

パウリのゲージ理論は、核力についての研究が動機であるが、カルツァ・クライン理論の高次
元 (6次元)版をもとにしていた。Shawおよびヤン・ミルズのものは、アイソスピン 2重項に対
する SU(2)ゲージ理論であった。Shawの理論は SU(2)に特化していたが、ヤン・ミルズ (1954

年 10月 1日出版)のものは一般の線形リー群の場合に拡張可能な形であった。
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ところで、内山龍雄の 1954年 1月にはほぼ完成していた理論1)は、一般の線形リー群につい
てのゲージ理論であり、ローレンツ群に対するゲージ場として重力場をも含むものだった。内
山は発表が遅れたため、ヤン・ミルズにプライオリティを取られてしまったが、内山の理論は
非常に興味深く、教育的だと思われるので、このノートでは詳しく解説する。ただし、ゲージ
場としての重力場についての解説は、やや高度になるため、今回は割愛し、参考文献に譲る (次
章以降の各章には、参考文献の節を設けた)。

1)[6]の最終章「痛恨記」または [7]の「痛恨の記」によると、内山の研究は 1954年 1月にはほぼ完成し (論文
は 3月には完成)、5月か 6月の京都大学基礎物理学研究所での研究会で初めて口頭発表された。「痛恨記」には、
その後、発表が遅れた経緯が詳しく書かれている。
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2 ワイルのゲージ理論
この章では、D次元時空を考える。この章および第 4章を読むのに必要な一般相対論の記号
の定義は、付録Aで与えた。

2.1 ワイルのゲージ変換

一般相対論では、平行移動で、ベクトルの大きさ

l(x)
def
= gµν(x)V

µ(x)V ν(x) (2.1)

は不変だと仮定した。Weylの理論では、ベクトルの大きさは、平行移動で不変ではない。大き
さ l(x)のベクトルを、xから x+∆xへ平行移動したとき、

l∥(x+∆x) = l(x)[1−∆xµφµ(x)] (2.2)

となると仮定する。φµは共変ベクトルであり、後でベクトルポテンシャルと同定される。ワイ
ルの理論では、異なる点のベクトルの大きさを比較する事は意味をなさなくなる。
ベクトルの平行移動は、

V µ
∥ (X +∆x) = V µ(x)−∆xρΓµ

σρV
σ(x) (2.3)

で定義される。また、

l∥(x+∆x) = gµν(x)V
µ
∥ (X +∆x)V ν

∥ (X +∆x) (2.4)

である。捩率がない (つまり、Γλ
µν = Γλ

νµ)と仮定すると、(A.8)を得るのと同様にして、

Γσ
µν = gσλΓλµν , Γλµν

def
=

1

2
(Dµgλν +Dνgλµ −Dλgµν) (2.5)

を得る。ただし、

Dλgµν
def
= (∂λ + φλ)gµν (2.6)

である。Γσ
µνは、

Γσ
µν =

{
σ

µν

}
+

1

2
gσλ(φµgλν + φνgλµ − φλgµν) (2.7)

とも書ける。

{
σ

µν

}
はクリストッフェルの 3指記号 (A.9)である。

さてここで、各点におけるゲージ (gauge, 基準寸法, 規格)の変換

g′µν(x) = eλ(x)gµν(x) (2.8)

を考える。変換後の量に ′を付けると、

l′∥(x+∆x) = l′(x)[1−∆xµφ′
µ(x)] (2.9)
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である。左辺は、∆xの 1次までで、

l′∥(x+∆x) = eλ(x+∆x)l∥(x+∆x) = eλ(x)[l∥(x+∆x) + l(x)∆xµ∂µλ] (2.10)

となる。上式の右辺に (2.2)を代入すると、

l′∥(x+∆x) = eλ(x)l(x){1−∆xµ(φµ(x)− ∂µλ)}
= l′(x){1−∆xµ(φµ(x)− ∂µλ)} (2.11)

となる。よって、

φ′
µ(x) = φµ(x)− ∂µλ(x) (2.12)

となる。これは、電磁場のゲージ変換と同じ形をしているため、ワイルは φµ(x)を (定数倍を
除いて)電磁場と同定した。なお、電磁場のゲージ変換の名前の由来が、ゲージの変換 (2.8)で
ある。

2.2 ラグランジアン密度

ワイルはゲージ変換 (2.8), (2.12)の下で理論が不変だと仮定した。そのため、ラグランジア
ン密度

√
−gLもゲージ不変でなくてはならない。ところで、√

−g′ = e
D
2
λ(x)

√
−g (2.13)

である。よって、

L′ = e−
D
2
λ(x)L (2.14)

でなくてはならない。接続はゲージ不変Γ′σ
µν = Γσ

µνであり
2)、曲率テンソルRα

βµνもゲージ不
変である。以下、D = 4とする。Lの候補として、

L = a1RαβµνR
αβµν + a2RµνR

µν + a3R
2 + a4FµνF

µν (2.15)

があり得る。だたし、Fµν
def
= ∂µφν − ∂νφµ であり、a1, a2, a3, a4 は定数でゲージ不変である。√

−gRはゲージ不変でなく、
√
−gLの候補になり得ない。

2.3 参考文献

ワイルの理論は、ワイル『空間・時間・物質』[10]に詳しく解説されている。また、パウリ
[11]や内山 [3]にもワイル理論の解説がある。特に、後者 [3]は詳しい。[1]にはワイルの論文が
ある。サイト [15]にも良い解説がある。

2)(2.12)より、D′
λg

′
µν = eλ(x)Dλgµν であり、よって、Γ′

λµν = eλ(x)Γλµν となる。また、g′µν = e−λgµν なので、
Γ′σ

µν = Γσ
µν となる。
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3 ゲージ原理への発展
ワイルのゲージ理論は、量子力学の出現とともに、シュレーディンガー, ロンドン, フォック,

ワイル自身によって再解釈され、ゲージ原理へと生まれ変わった。ゲージ原理は、現在物理学
の基礎であるゲージ理論へと発展した。その様子を以下で見てみよう。

3.1 量子力学とゲージ原理

シュレーディンガーは、1922年3)の論文「電子の量子軌道の注目すべき性質について」(Z.

Phys. 12, 13 (1922))において、ワイルのスケール因子 exp(−
∫
dxµ φµ)を位相因子として解

釈する可能性を指摘した。シュレーディンガーは、ワイルの φµとベクトルポテンシャル4) Aµ

とを

φµ =
1

γ
eAµ (3.1)

によって結び付け、スケール因子

exp
(
− e

γ

∫
dxµ Aµ

)
(3.2)

において、γとして、

γ =
ℏ√
−1

(3.3)

を取った。この時、スケール因子は、位相因子

exp
(
− i

e

ℏ

∫
dxµ Aµ

)
(3.4)

となる。
Fritz Londonは、1927年の論文「ワイルの理論の量子力学的説明」(Z. Phys. 42, 375 (1927))

において、ワイルの因子を再解釈し、量子力学における位相因子を発見した。この論文では、
カルツァ・クライン理論とは別の文脈で 5次元空間が使われた。
V. Fockは、1927年の論文「荷電質点に対する波動および運動方程式の不変性について」(Z.

Phys. 39, 226 (1927))で、量子力学におけるゲージ不変性に初めて気が付いた。この論文は、
カルツァ・クライン理論とほぼ同じ 5次元時空で議論されていた5)。この論文では、ベクトルポ
テンシャルA = (A1, A2, A3)およびA′ = A−∇f に対する波動関数 ψと ψ′とは、絶対値 1の
因子 eief/ℏだけ異なり、それゆえ同じ連続性を持っており、互いに同等である事が示された。
ワイルは、1928年に出版した『群論と量子力学』で「ゲージ不変原理」という言葉を用いた。
その内容は、電磁場Aµの下では波動関数において、∂µを ∂µ − ie

ℏAµに置き換えなければなら
ず、波動関数 ψと電磁場Aµの方程式は、同時に、

ψ → e−i eℏλψ , Aµ → Aµ − ∂µλ (3.5)

3)ド・ブローイの論文以前であり、波動力学が誕生する以前である。
4)以下、ベクトルポテンシャルを電磁場とも呼ぶ。
5)この 5次元理論の研究は、クラインとは独立のようである。
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の置き換えをしても不変である、というものである。ワイルはフォックを引用していない。ま
た、ワイルは、ディラック場を一般相対論に取り入れた論文「電子と重力」(Z. Phys. 56, 330

(1929))6)で、再び「ゲージ不変原理」(3.5)を述べている。ただし、この場合、ψはディラック
場である。

3.2 ゲージ理論への発展

以上のように、ワイルのゲージ理論は、電磁場と物質場との相互作用を規定する原理へと発
展した。ゲージ原理という考え方が広まったことに事により、これを非可換ゲージ場の場合へ
と拡張する研究が、1953年から 1955年頃に、W. Pauli(SO(3), 1953年, 未発表), C. N. Yang

およびR. Mills(SU(2), 1954年), R. Shaw(SU(2), 1955年), 内山龍雄 (一般の線形リー群, 重力
場も含む, 発表は 1956年)[5, 3] によって、独立に行われた。それより以前に、クラインによっ
て 1938年に SU(2)ゲージ理論の研究が行われていた。これらは全て、核力の研究が動機であっ
た7)。
第 5章では、O. クライン, パウリ, ヤン・ミルズ, ショウのゲージ理論を解説する。第 6章で
は、内山の一般ゲージ場論を解説する。クラインとパウリの理論は、2つ目の統一場理論であ
るカルツァ・クライン理論を変形したものであるため、次章ではカルツァ・クライン理論を解
説する。

3.3 参考文献

ワイルのゲージ理論からゲージ原理への発展については、[1, 2]が詳しい。

6)フォックも独立に、1929年の論文「電子のディラック理論の幾何学化」(Z. Phys. 57, 261 (1929))で、ディ
ラック場を一般相対論に取り入れた。

7)核力の研究が盛んになったのは、1935年の湯川秀樹の中間子論の影響が大きい。

8



4 カルツァ・クライン理論
この章では、T. Kaluza (1921)とO. Klein (1926)による 5次元の理論 (カルツァ・クライン
理論)を解説する。この章では、ラテン文字の添え字は 0から 4を表し、ギリシャ文字の添え字
は 0から 3を表すものとする。

4.1 計量

この理論では、通常の 4次元時空を表す座標 xµの他に、もう 1つの座標 x4が登場する。こ
の 5次元の多様体の計量を γijとする。これは、x4には依らないとする。座標変換

xµ = ψµ(x′ν), (4.1)

x4 = x′4 + ψ4(x′ν) (4.2)

を考える。ψi(x′ν)は、x′4には依らない。このとき、γijの変換則は、

γ′ij =
∂xa

∂x′i
∂xb

∂x′j
γab (4.3)

であり、

γ′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
γαβ +

∂ψ4

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
γ4β +

∂xα

∂x′µ
∂ψ4

∂x′ν
γα4 +

∂ψ4

∂x′µ
∂ψ4

∂x′ν
γ44, (4.4)

γ′4µ =
∂xα

∂x′µ
γ4α +

∂ψ4

∂x′µ
γ44, (4.5)

γ′44 = γ44 (4.6)

となる。γ44は不変である。以下、α = γ44は定数とする。また、

dx′µ =
∂x′µ

∂xα
dxα, (4.7)

dx′4 = dx4 − ∂ψ4

∂xα
dxα (4.8)

である。今、

αβAµ
def
= γ4µ = γµ4, (4.9)

gµν
def
= γµν − αβ2AµAν (4.10)

と置く。βは未定の定数である。この時、

dθ
def
= dx4 + βAµdx

µ, (4.11)

ds2
def
= gµνdx

µdxν (4.12)

は不変である。5次元の計量は、

dσ2 def
= γijdx

idxj = ds2 + αdθ2 (4.13)
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となる。gµν , Aµの変換則は、

g′µν =
∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν
gαβ, (4.14)

A′
µ =

∂xρ

∂x′µ
Aρ +

1

β

∂ψ4

∂x′µ
(4.15)

である。特に、x′µ = xµ, ψ4 = −βλ(xµ)の場合は、

g′µν = gµν , A′
µ = Aµ −

∂λ

∂xµ
(4.16)

となり、これはゲージ変換と同じ形をしている。また、ψ4 = 0の場合は、(4.14), (4.15)は、4

次元時空での一般座標変換となる。そこで、カルツァは、Aµを電磁場, gµνを重力のポテンシャ
ルと同定した。

4.2 ラグランジアン密度

γab, gµνに対する (A.20)のGを、それぞれ 5GとGとすると、

5G = G− αβ2

4
FµνF

µν (4.17)

となる8) 。ここで、Fµν
def
= ∂µAν − ∂νAµであり、ギリシャ文字の添え字の上げ下げは、gµν と

その逆 gµνによって行った。導出の概要は、付録Bを参照。定数 α, βを、

αβ2 =
2κ

µ0

(4.18)

と選べば (このとき α > 0となる)、

5G = G− κ

2µ0

FµνF
µν (4.19)

となる。κはアインシュタイン定数である。
場の方程式を導く作用としては、

S5 =

∫
d5x

√
−γ 1

l

( 1

2cκ
5G+ Lmat

)
(4.20)

を採用する。ここで、Lmatは重力場, 電磁場以外の「物質」場のラグランジアン密度で、x4に
は依存しないと仮定する。lは長さの次元の定数である。また、

γ
def
= det(γij) = αg , g = det(gµν) (4.21)

8)γab, gµν から作られるリーマン接続でのスカラー曲率を、それぞれ 5R, Rとすると、

5R = R− αβ2

4
FµνF

µν

となる。
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である。S5は、次の形に書く事が出来る：

S5 = S

√
α
∫
dx4

l
, (4.22)

S
def
=

∫
d4x

√
−g
( 1

2cκ
5G+ Lmat

)
. (4.23)

Sについての最小作用の原理から場の方程式が得られる。Sは、

S =

∫
d4x

√
−g
( 1

2cκ
G− 1

4µ0c
FµνF

µν + Lmat

)
(4.24)

となり、一般相対論の作用と一致する。
通常、x4はコンパクト化されていて、L def

=
√
α
∫
dx4は有限と仮定される。このとき、l = L

とする。Lは非常に短いために、通常は x4方向の次元の存在に気付かないと考える。

4.3 参考文献

カルツァ・クライン理論については [3]が詳しい。[11]にも解説がある。[1]には、カルツァお
よびクラインの原論文がある。また、この 2つの論文の邦訳「KaluzaとKleinの論文の和訳 I」,

「KaluzaとKleinの論文の和訳 II」が存在する。サイト [15]には詳しい解説とラグランジアン
密度の詳しい計算がある。高次元・非可換ゲージ理論版は [12, 13]が詳しい。カルツァ・クライ
ン理論およびその非可換ゲージ理論版 [12, 13]のラグランジアン密度の計算は私のノート [16]

を参照のこと。
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5 初期のゲージ理論
この章の参考文献は [1]である。そこには、クラインの 1938年の論文, パウリのA. Paisへの
手紙 (1953年), ショウの 1955年の論文, ヤン・ミルズの 1954年の有名な論文, 内山の論文 [5]

と、それらの解説がある。
§ 5.1, § 5.2を読むには、第 4章のカルツァ・クライン理論の知識が必要である。
以下では、ℏ = c = µ0 = 1とする。

5.1 クライン (SU(2), 1938年)

クラインは、中間子場と核子場の相互作用を考えた。その際、5番目の次元 x4を考え、場は
e−iqx4/βの x4依存性を持つと仮定した。ここで、qは電荷である。βは未定の定数である。
この節では、ギリシャ文字の添え字は 0, 1, 2, 3を表し、ラテン文字の添え字は 0, 1, 2, 3, 4

を表すものとする。クラインは、計量 γabを次の形に仮定した：

γ44 = 1, (5.1)

γ4µ = γµ4 = βχµ, (5.2)

γµν = gµν + β2χµχν . (5.3)

逆行列は、

γµν = gµν , (5.4)

γ4µ = γµ4 = −βχµ, (5.5)

γ44 = 1 + β2χµχ
µ (5.6)

である。ここで、gµνは gµνの逆で、ギリシャ文字は gµνは gµνで上げ下げした。通常のカルツァ・
クライン理論では、χµは電磁場と同定される。クラインの 1938年の理論では、χµは、核子の
アイソスピン 2重項

ψ
def
=

(
ψn

ψp

)
(5.7)

(ψn, ψpはディラック場で、それぞれ中性子, 陽子を表す)に作用する 2次行列

χµ =

(
Aµ B̃µ

Bµ Aµ

)
(5.8)

とされた。Aµは x4に依らないが、B̃µ, Bµは、

β∂4B̃µ = −ieB̃µ, (5.9)

β∂4Bµ = ieBµ (5.10)

に従うものと仮定する。eは電気素量である。Aµは電磁場と同定され、B̃µ, Bµは正および負の

中間子と同定される。ψ̄ def
= (ψ̄n, ψ̄p)とし、ψ̄A(A = n, p)は ψ̄A = ψ†

Aiε
0によって定義される。εa
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の定義は後述の (5.17)である。x4依存性は、

β∂4ψ = ie

(
0

ψp

)
= ie

(
0 0

0 1

)
ψ, (5.11)

β∂4ψ̄ = −ie(0, ψ̄p) (5.12)

を仮定する。
ψのラグランジアン密度の候補は、

L = −ψ̄(γa∂a +m)ψ

= −ψ̄(γµ∂µ + γ4∂4 +m)ψ

= −ψ̄(γµ∂µ + γ4
ie

β

(
0 0

0 1

)
+m)ψ (5.13)

である。ここで、γaは、

1

2
(γaγb + γbγa) = γab (5.14)

で定義される。γa
def
= γabγ

aとすると、

1

2
(γaγb + γbγ

a) = δab , (5.15)

1

2
(γaγb + γbγa) = γab (5.16)

である。今、

1

2
(εaεb + εbεa) = ηab (ηab = diag(−1, 1, 1, 1, 1)) (5.17)

で εaを定義し、γ4 = ε4と置く。γ4 = γ4aγ
a = γ4 + βχµγ

µなので、

γ4 = ε4 − βγµχµ (5.18)

となる9)。この表式を (5.13)に代入し、ε4に比例する項を落として、

L′ = −ψ̄(γµDµ +m)ψ, (5.19)

Dµψ
def
=
[
∂µ − ieχµ

(
0 0

0 1

)]
ψ (5.20)

を得る。
上のDµψの表式は、SU(2)ゲージ理論の共変微分と少し異なる。今、

A1
µ

def
=
B̃µ +Bµ√

2
, A2

µ
def
= i

B̃µ −Bµ√
2

, A3
µ

def
= Aµ (5.21)

9)χµはアイソスピン 2重項に作用する行列であり、γµは ψn, ψpに作用する行列なので、χµは γµと可換であ
る。
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と置くと、

χµ =
1√
2
(σ1A

1
µ + σ2A

2
µ) + A3

µ (5.22)

と書ける。ここで、

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
(5.23)

である。また、

(
0 0

0 1

)
= (1− σ3)/2なので、Dµψは、

Dµψ =
[
∂µ − ie

{ 1√
2
(σ1A

1
µ + σ2A

2
µ) + A3

µ

}1− σ3
2

]
ψ (5.24)

と書ける。これは、通常の共変微分

[
∂µ −

ie

2

3∑
k=1

Ak
µσk
]
ψ (5.25)

と異なる。
γab, gµν に対する (A.20)のGを、それぞれ 5GとGとする。gµν は x4に依らないとして、ク
ラインは、

5G = G− β2

4
χµνχ

µν (5.26)

を得た10)。ここで、

χµν
def
= ∇µχν −∇νχµ, (5.27)

∇µχν
def
= (∂µ − βχµ∂4)χν (5.28)

である。これより、

χµν =

(
Aµν B̃µν

Bµν Aµν

)
, (5.29)

Aµν = ∂µAν − ∂νAµ + ie(BµB̃ν − B̃µBν), (5.30)

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ + ie(AµBν −BµAν), (5.31)

B̃µν = ∂µB̃ν − ∂νB̃µ − ie(AµB̃ν − B̃µAν) (5.32)

を得る。
これらは、共変微分 (5.25)に対応する SU(2)ゲージ場の強さ

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νA

a
µ + e

3∑
b,c=1

εabcA
b
µA

c
ν (a = 1, 2, 3) (5.33)

10)この式の導出は、通常のカルツァ・クライン理論の計算 (4.17)よりだいぶ面倒であり、私は導出できていな
い。導出の概要を付録 Bに示した。導出の過程で、χµ は行列でなく、数のように扱う必要があると思われる。
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と対応する。ここで、εabc = εabcはレビチビタの記号である。χµνは F a
µνを用いて、

χµν =
1√
2
(σ1F

1
µν + σ2F

2
µν) + F 3

µν (5.34)

と書ける。これは、通常の表式

Fµν ∝
3∑

a=1

σaF
a
µν (5.35)

とは異なる。∝は定数倍を除いて等しいという意味である。
クラインは、(5.26)を、

5G = G− β2

4
Tr(χµνχ

µν) (5.36)

と解釈した。また、全系の作用として、

S =

∫
d4x

√
−gLtot, (5.37)

Ltot = L′ +
1

2κ
5G− µ2c2

2ℏ2
gµνBµB̃ν (5.38)

を採用した。ただし、β2 = 2κとした。µは中間子の質量であり、κはアインシュタイン定数で
ある。gは gµνの行列式である。

5.2 パウリ (SO(3), 1953年)

パウリからA. Paisへの手紙 [1]を解説する。
4次元時空をM とし、S2を 2次元球面とする。パウリは、M̃ def

= M × S2という 6次元空間
を考えた。カルツァ・クライン理論は、M × S1の理論なので、その自然な拡張である。
M の座標を xµ, S2 の座標を ya(a = 1, 2, 3で (y1)2 + (y2)2 + (y3)2 = r2, r は定数)とし、

zA = (xµ, ya)とする。この節では、ギリシャ文字の添え字は 0, 1, 2, 3を表し、ラテン小文字の
添え字は 1, 2, 3を表すものとする。M̃ の計量を gAB(z)とすると、その変換則は、

g′AB(z
′) =

∂zI

∂z′A
∂zJ

∂z′B
gIJ (5.39)

である。特に、座標変換

(xµ, ya) → (xµ, y′a) , ya = Ra
b(x)y

′b (5.40)

を考える。Ra
b(x)は SO(3)の元である。この時、

g′ab = Rc
aR

d
bgcd = Rc

aR
d
bδcd = δab, (5.41)

g′aµ = Rb
a

(
gbµ +

∂Rc
d

∂xµ
y′dgbc

)
(5.42)
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である。gbc = δbcである。今、

gaµ = Aabµ(x)y
b (5.43)

を仮定する。Aabµ(x)は ycに依らない。このとき、

g′aµ = A′
abµy

′b (5.44)

である。一方、(5.42)より、

g′aµ = Rc
a

(
AcdµR

d
b +

∂Rd
b

∂xµ
δcd

)
y′b (5.45)

なので、

A′
abµ = Rc

aAcdµR
d
b +Rc

aδcd
∂Rd

b

∂xµ
(5.46)

を得る。これは、

A′a
bµ = R a

c A
c
dµR

d
b +R a

c

∂Rc
b

∂xµ

= (R−1)acA
c
dµR

d
b + (R−1)ac

∂Rc
b

∂xµ
(5.47)

とも書ける。添え字の上げ下げは δab, δ
abで行った。(5.40), (5.42)を書き直すと、

y′a = Sa
b(x)y

b, (5.48)

A′
µ = SAµS

−1 − ∂µS · S−1 (5.49)

となる。ただし、S = (Sa
b)のような行列を用いた。S = R−1である。(5.49)は SO(3)のゲー

ジ場の変換則である。つまり、Aa
bµは SO(3)のゲージ場である11)。

パウリは、

F a
bµν = ∂µA

a
bν − ∂νA

a
bµ + Aa

cµA
c
bν − Aa

cνA
c
bµ (5.50)

を場の強さとした。実際、これは SO(3)のゲージ場の強さである。

5.3 ショウ (SU(2), 1955年)

ショウは、J. Schwingerの論文 (Phys. Rev. 91, 713 (1953))の論文を 1953年に読んだ。この
論文は、電磁場を SO(2)のゲージ理論として定式化していた。ショウはこれにヒントを得て、
アイソスピン 2重項 (5.7)に対する SU(2)のゲージ理論を得た。
ψをアイソスピン 2重項 (5.7)とする。自由場のラグランジアン密度は、

L0 = −ψ̄(γµ∂µ +m)ψ (5.51)

11)gaµを Aabµ(x)y
bと展開した時の係数が SO(3)ゲージ場となる。カクツァ・クライン理論では、g4µが電磁場

(U(1)ゲージ場)なのであった。
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である。これは、大域的な微小変換

ψ′ = ψ +
i

2
ciσiψ (5.52)

で不変である。i = 1, 2, 3であり、ciは微小な数, σiはアイソスピン行列 (5.23)である。これに
対するNoether currentは、

sµi = − i

2
qψ̄γµσiψ (5.53)

である。qは isotopic chargeである。
(5.52)で ciが時空点 xの関数の場合は、L0は不変でなく、

L′
0 = L0 −

i

2
∂µc

i · ψ̄γµσiψ (5.54)

と変換する。そこで、新たに場Bi
µを導入し、相互作用項

L1 = −Bi
µs

µ
i (5.55)

を加える。L0 + L1が局所的変換 (5.52)で不変である事を要請すると、

qB′
µ = q(Bµ − c×Bµ) + ∂µc (5.56)

となる。ここで、Bµ = (B1
µ, B

2
µ, B

3
µ)であり、(a × b)i = εi jka

jbkである。εi jk = εijkはレビチ
ビタ記号である。Bµは SU(2)ゲージ場である。
Bµのラグランジアン密度を考える。まず、電磁場との類推で、

fµν
def
= ∂µBν − ∂νBµ (5.57)

と置く。これは、ゲージ変換 (5.52)で、

f ′
µν = fµν − c× fµν − (∂µc×Bν − ∂νc×Bµ) (5.58)

と変換する。最後の項のため、これは (アイソスピンの)3次元空間でのベクトルの変換則を満
たしていない。そこで、

Fµν
def
= fµν +

q

2
(Bµ ×Bν −Bν ×Bµ) (5.59)

と置くと12)、これはベクトルの変換則

F ′
µν = Fµν − c× Fµν (5.60)

12)[1]によると、ショウは、

f ′
µν = fµν − c× fµν − 2(∂µc×Bν − ∂νc×Bµ),

Fµν
def
= fµν − q(Bµ ×Bν −Bν ×Bµ)

としていたが、これは誤りである。
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を満たす。よって、

L2
def
= −1

4
F µν · Fµν = −1

4
gµαgνβ

3∑
i=1

F i
αβ · F i

µν (5.61)

はゲージ不変である。ショウは、全系をラグランジアン密度を、

L = L0 + L1 + L2

= −ψ̄
(
γµ
(
∂µ −

i

2
qBi

µσi
)
+m

)
ψ − 1

4
F µν · Fµν (5.62)

とした。
ショウは上の理論を 1954年 1月までには得ていたようである。

5.4 ヤン・ミルズ (SU(2), 1954年)

ヤンとミルズもアイソスピン 2重項 (5.7)に対する SU(2)のゲージ理論を考えた。
ψをアイソスピン 2重項 (5.7)とする。変換

ψ = Sψ′ (5.63)

を考える。Sは 2× 2のユニタリー行列である。共変微分

(∂µ − iεBµ)ψ (5.64)

を導入する。Bµは 2× 2の行列である。εは isotopic chargeである。Bµの変換則として、

S(∂µ − iεB′
µ)ψ

′ = (∂µ − iεBµ)ψ (5.65)

を要請すると、

B′
µ = S−1BµS +

i

ε
S−1∂µS (5.66)

を得る。T = S−1とすると、

B′
µ = TBµT

−1 − i

ε
∂µT · T−1 (5.67)

である。Bµ場の強さ

Fµν
def
= ∂µBν − ∂νBµ − iε(BµBν −BνBµ) (5.68)

を導入すると、これは、

F ′
µν = TFµνT

−1 (5.69)

と変換する。
さて、(5.67)で ∂µT · T−1はリー代数 su(2)の基底 ((5.23)の σi)の線形結合である。従って、

Bµは、σiの線形結合の項 biµσiを含んでいる必要がある。BµがBµ = biµσi + B̄µと書けたとす
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ると、B̄µは、B̄′
µ = TB̄µT

−1 と変換する。Bµは、共変微分が変換則 (5.65)を満たすように導
入されたが、その目的には B̄µは不要である。よって、この項を落とし、

Bµ = biµσi (5.70)

とする。この時、Fµνは、

Fµν = f i
µνσi, (5.71)

fµν
def
= ∂µbν − ∂νbµ + 2εbµ × bν (5.72)

と書ける。ここで、bµ = (b1µ, b
2
µ, b

3
µ)であり、(a× b)i = εi jka

jbkである。bµは SU(2)ゲージ場
であり、fµνはその強さである。
微小変換

S = 1− iσaω
a (5.73)

を考える。ωaは微小な数である。この時、bµは、

b′µ = bµ + 2bµ × ω +
1

ε
∂µω (5.74)

と変換する。fµνは、ベクトルの変換則を満たし、

−1

4
fµν · fµν (5.75)

はゲージ不変である。ヤン・ミルズは、核子とゲージ場の全系のラグランジアン密度として、
以下を採用した：

L = −1

4
fµν · fµν − ψ̄γµ(∂µ − iεbiµσi)ψ −mψ̄ψ. (5.76)

5.5 いつくかのコメント

ヤン・ミルズの bµ, fµν , 2εは、それぞれショウのBµ, Fµν , qと対応する。SU(2)に関する限
り、両者は全く同じである。ショウの理論が SU(2)に特化していたのに対して、ヤン・ミルズ
のものは、直ちに一般の線形リー群へ拡張できるものであった。
ヤンは、ゲージ場の曲率の表式を見付けるのに苦労したようである。最初に電磁場との類似
で ∂µBν − ∂νBµを調べたが、これは望みの変換則に従わなかった。現在の多くの教科書では、
(6.54)のように、共変微分の交換関係からゲージ場の曲率を定義するが、クライン,パウリ,ショ
ウ, ヤン・ミルズ, 内山の誰も、この方法でゲージ場の曲率を導入していない。電磁場の強さを
共変微分の交換関係で特徴付ける事が一般的ではなかったためである。なお、内山の論文 [5]で
は、ゲージ場の曲率は、§ 6.4のように、不変変分論を用いて求められた。この方法では、ゲー
ジ場の微分がゲージ場の曲率という形でのみラグランジアン密度に現れる事まで分かり、優れ
ている。

5.6 参考文献

この章は主に [1]を参考にした。§ 5.1のクラインの理論のラグランジアン密度の計算は [16]を
参照のこと。
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6 内山龍雄の一般ゲージ場論
この章では内山龍雄 (りょうゆう)の一般ゲージ場論を解説する。文献 [3, 5, 8]を参考にした。

6.1 内山龍雄の動機と視点

内山の研究は非常に一般的なものであり、重力場をも含んでいた。内山の晩年の著書『一般
ゲージ場論序説』[3]の「まえがき」によると、内山の動機は以下のようである。内山は湯川の
中間子論に疑念を抱いていた。電磁場や重力場とは異なり、中間子論は現象論の一種ではない
かという疑いである。湯川理論には、電磁場や重力場の理論と異なり、必然性が欠けるように
思われた。もしも中間子が、素材粒子の複合粒子ならば、核力の伝達者は中間子自身でなく、
中間子の素材粒子と核子の間に、核力の真の伝達者として、電磁場によく似た未知の場が介在
するはずだと内山は考えた。この未知の場の可能性を示すため、内山はまず電磁場と重力場と
に共通する性格を抽出しようと考えた。その研究のために、統一場理論、特にワイルのゲージ
理論に注目した。
内山は不変変分論 (付録C) 13)を用いて、電磁場と重力場との共通点 (接続の理論)を抽出し、
一般の線形リー群のゲージ理論を確立した。更に、ローレンツ群の場合のゲージ場が重力場で
ある事を突き止めた。内山のたどった道は、[3]に詳しく説明されており、大変教育的である。
[6]の最終章「痛恨記」または [7]の「痛恨の記」によると、内山の研究は 1954年 1月にはほ
ぼ完成し (論文は 3月には完成)、5月か 6月の京都大学基礎物理学研究所での研究会で初めて
口頭発表された。「痛恨記」には、その後、発表が遅れた経緯が詳しく書かれている。

6.2 ゲージ場の導入

以下では、D次元時空を考える。ラグランジアン密度 Lに
√
−gをかけたものをLと書く。

この章の以下を読むのに必要な不変変分論について、付録Cにまとめた。
n個の実数パラメーター εr(r = 1, 2, · · · , n)に依存する大域的変換

ψ′A(x) = [T (ε)]ABψ
B(x) (6.1)

で作用が不変とする (座標 xµは不変)。ただし、T (ε)は線形リー群Gの表現になっているとす
る。ε = 0が恒等変換になるものとする。この時、局所的変換

ψ′A(x) = [T (ε(x))]ABψ
B(x) (6.2)

で作用が不変となるように、ψのラグランジアン密度L0を修正することを考える。
(6.2)の無限小変換は、

δψA = ψ′A(x)− ψA(x) = εr(x)[Gr]
A
Bψ

B (6.3)

である。ただし、Grは群Gのリー代数の基底であり、

[Gr,Gs] = fa
rsGa (6.4)

13)ワイル『空間・時間・物質』[10]では、不変変分論が高度に応用されていた
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を満たす。ここで、[A,B] = AB − BAであり、fa
rsはリー群の構造定数である。f

a
rs = −fa

sr

である。
(6.3)で εが定数の場合、δL0 ≡ 0を仮定しているので、(C.22)より、

[L0]A[Gr]
A
Bψ

B + ∂µ

( ∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
Bψ

B
)
≡ 0 (6.5)

が従う。これを書き換えると、

∂L0

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B ≡ 0 (6.6)

となる。ところで、局所的変換では、

δL0 ≡
[∂L0

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B
]
εr(x) +

∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
Bψ

B∂µε
r(x)

≡ ∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
Bψ

B∂µε
r(x) (6.7)

である。そこで、新しい場Br
µを導入し、∂µε

rに比例することを消す必要がある。δBr
µとして、

δBr
µ = εsM r

s,µ + C{rµ|νs}∂νεs (6.8)

を仮定する。ただし、C{rµ|νs}は nD次の行列 Cの成分である。δBr
µの線形結合で ∂µε

rを消
したいので、行列CはBr

µには依存しない (xには依存してよい)。また、C−1も存在する必要
がある。そこで、

Ar
µ

def
= −(C−1){rµ|νs}Bs

ν (6.9)

が存在する14)。このとき、

δAr
µ = εsN r

s,µ − ∂µε
r (6.10)

となる。Ar
µをゲージ場という。

求めるLは ψA, ∂µψ
A, Ar

µの関数である。Aの微分は不要である。δL ≡ 0は、

0 ≡
[ ∂L
∂ψA

[Gr]
A
Bψ

B +
∂L

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B
]
εr(x) +

∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B∂µε
r(x)

+
∂L
∂Ar

µ

(εsN r
s,µ − ∂µε

r) (6.11)

となる。εrの係数から、

∂L
∂ψA

[Gr]
A
Bψ

B +
∂L

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B +
∂L
∂As

µ

N s
r,µ ≡ 0 (6.12)

を得る。∂νεrの係数から、

∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B − ∂L
∂Ar

µ

≡ 0 (6.13)

14)(C−1){rµ|σt}C{tσ|νs} = δνµδ
r
s である。
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を得る。この式は、∂µψAとAr
µとが、

∇µψ
A def

= ∂µψ
A + Ar

µ[Gr]
A
Bψ

B (6.14)

という組み合わせ (これをψAの共変微分と呼ぶ)でのみ、Lに含まれる事を意味する。そこで、

L =: L′(ψ,∇µψ,A) (6.15)

と置く。この時、

∂L
∂ψA

=
∂L′

∂ψA
+

∂L′

∂∇µψB
Ar

µ[Gr]
B
A, (6.16)

∂L
∂∂µψA

=
∂L′

∂∇µψA
, (6.17)

∂L
∂Ar

µ

=
∂L′

∂Ar
µ

+
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
Bψ

B (6.18)

となる。これらの使うと (6.13)は、

− ∂L′

∂Ar
µ

≡ 0 (6.19)

となる。つまり、L′にAはあらわには現れない：

L = L′(ψ,∇µψ,A) = L′(ψ,∇µψ). (6.20)

(6.12)は、

0 ≡ ∂L′

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
B∂µψ

B

+
∂L′

∂∇µψA

(
[Gs]

A
Bψ

BN s
r,µ + As

µ[Gs]
A
B[Gr]

B
Cψ

C
)

=
∂L′

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
B∇µψ

B

+
∂L′

∂∇µψA

(
[Gs]

A
Bψ

BN s
r,µ + As

µ[Gs]
A
B[Gr]

B
Cψ

C − [Gr]
A
BA

s
µ[Gs]

B
Cψ

C
)

=
∂L′

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
B∇µψ

B

+
∂L′

∂∇µψA

(
[Gs]

A
Bψ

BN s
r,µ + As

µ([Gs,Gr])
A
Bψ

B
)

(6.21)

となる。
ところで、(Dµψ)

Aの変換則は、微小局所変換のもとで以下のようになる：

(∇′
µψ

′)A = ∂µψ
′A + A′r

µ(Grψ
′)A

= ∂µ[ψ
A + εr(Grψ)

A] + (Ar
µ + εsN r

s,µ − ∂µε
r)[(Grψ)

A + εs(GrGsψ)
A]

= (∇µψ)
A + εr(Gr∂µψ)

A + εs[N r
s,µ(Grψ)

A + Ar
µ(GrGsψ)

A]

= (∇µψ)
A + εr(Gr∇µψ)

A + εs[N r
s,µ(Grψ)

A + Ar
µ([Gr,Gs]ψ)

A]

= (∇µψ)
A + εr(Gr∇µψ)

A + εs[N r
s,µ(Grψ)

A + Ar
µf

t
rs(Gtψ)

A]. (6.22)
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つまり、

δ(∇µψ)
A = εr(Gr∇µψ)

A + εs[N t
s,µ + Ar

µf
t
rs](Gtψ)

A (6.23)

である15)。さて、もし、

N t
r,µ = −As

µf
t
sr = As

µf
t
rs (6.24)

ならば、

δ(∇µψ)
A = εr(Gr∇µψ)

A (6.25)

となり、(∇µψ)
Aの変換則はψAと同じ形になる。以下では、N t

r,µをこのように選ぶ。A
r
µの変

換則は、

δAr
µ = εsf r

stA
t
µ − ∂µε

r (6.26)

となる。
(6.26)より、Ar

µが実数なら、δA
r
µも実数である。よって、A

r
µを実数と仮定する。

また、以下では、

L = L0(ψ
A, (∇µψ)

A, θaµ) (6.27)

と選ぶ。このとき、(6.21)は、

∂L0

∂ψA
(Gr)

A
Bψ

B +
∂L0

∂(∇µψ)A
(Gr)

A
B(∇µψ)

B ≡ 0 (6.28)

となる。これは (6.6)で微分を共変微分に置き換えたものである。

6.3 ゲージ場の変換則

∇µψ
Aは ψAと同じ変換則

δ∇µψ
A = εr[Gr]

A
B∇µψ

B (6.29)

を満たす。一般の変換

ψ′A = [T (ε(x))]ABψ
B (6.30)

は無限小変換の積み重ねで実現できる。よって、一般の変換に対して、

(∇µψ)
′A = ∇′

µψ
′A = [T ]AB(∇µψ)

B (6.31)

15)よって、(6.21)は、

∂L′

∂ψA
δψA +

∂L′

∂(∇µψ)A
δ(∇µψ)

A ≡ 0

となる。

23



である。今、

Aµ
def
= Ar

µGr (6.32)

とすると、

∇′
µψ

′A = ∂µ(Tψ)
B + (A′

µTψ)
A

= (∂µTψ)
A + (T ∂µψ)

A + (A′
µTψ)

A (6.33)

および、

[T ]AB(∇µψ)
B = (T ∂µψ)

A + (TAµψ)
A (6.34)

なので、

(∂µTψ)
A + (A′

µTψ)
A = (TAµψ)

A,

A′
µT = TAµ − ∂µT ,

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µTT−1 (6.35)

を得る。つまり、

A′r
µGr = Ar

µTGrT
−1 − ∂µTT−1 (6.36)

である。これが一般のゲージ変換である。
ところで、

TGrT
−1 = αs

rGs (6.37)

を満たす n次行列 αが存在する。それをAd(T )と書く：

TGrT
−1 = [Ad(T )]srGs. (6.38)

T が、

T = exp(εrGr) (6.39)

と書ける時16) 、

Ad(T ) = exp(εrad(Gr)) (6.40)

である。ここで、

[ad(Gr)]
t
s = f t

rs (6.41)

である。よって、

TGrT
−1 = [exp(e)]srGs , e

def
= εrad(Gr) (6.42)

である。
16)U(n), SU(n), SO(n), Sp(n)の任意の元はこの形で書ける。
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6.4 ラグランジアン密度の形：Noetherの第2定理の応用

ゲージ場Ar
µの運動方程式を考える。A

r
µにだけ依存するラグランジアン密度をL1(A

r
µ, ∂νA

r
µ)

とし、これがゲージ変換で不変と仮定する。特に、無限小変換

δAr
µ = εsf r

stA
t
µ − ∂µε

r (6.43)

の下で、δL1 = 0である：

∂L1

∂Ar
µ

δAr
µ +

∂L1

∂∂νAr
µ

∂ν(δA
r
µ) ≡ 0. (6.44)

ここで、δ(∂νAr
µ) = ∂ν(δA

r
µ)を用いた。ε

sに比例する項より、

∂L1

∂Ar
µ

f r
stA

t
µ +

∂L1

∂∂νAr
µ

f r
st∂νA

t
µ ≡ 0 (6.45)

を得る。∂νεrに比例する項より、

− ∂L1

∂Ar
µ

+
∂L1

∂∂νAs
µ

f s
rtA

t
µ ≡ 0 (6.46)

を得る。∂ν∂µεrに比例する項より、

∂L1

∂∂νAr
µ

+
∂L1

∂∂µAr
ν

≡ 0 (6.47)

を得る。この式より、Ar
µの微分は、∂µA

r
ν − ∂νA

r
µという組み合わせでのみL1の中に含まれ

る事が分かる。この事と (6.46)より、Ar
µの微分は、

F r
µν

def
= ∂µA

r
ν − ∂νA

r
µ + f r

stA
s
µA

t
ν (6.48)

という組み合わせでのみL1の中に含まれる事が分かる。F r
µν はゲージ場の曲率、またはゲー

ジの強さと呼ばれる。

6.5 ゲージ場の曲率

6.5.1 共変微分と曲率との関係

F r
µνは次のように考えると自然に現れる。

ψAは変換則

ψ′A = ψA + εr[Gr]
A
Bψ

B (6.49)

に従い、その共変微分は、

(∇µψ)
A = ∂µψ

A + Ar
µ[Gr]

A
Bψ

B (6.50)
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であった。これより、一般に、場の組 {ϕa}が、

ϕ′a = ϕa + εr(Gr)
a
bϕ

b (6.51)

と変換するとき、

(∇µϕ)
a def
= ∂µϕ

a + Ar
µ(Gr)

a
bϕ

b (6.52)

と定める。これより、

(∇ν∇µψ)
A = ∂ν(∇µψ)

A + As
ν [Gs]

A
B(∇µψ)

B

= ∂ν∂µψ
A + ∂νA

r
µ(Grψ)

A + Ar
µ(Gr∂νψ)

A + As
ν(Gs∂µψ)

A + As
νA

r
µ(GsGrψ)

A

(6.53)

となる。よって、

([∇µ,∇ν ]ψ)
A = (∂µA

r
ν − ∂νA

r
µ)(Grψ)

A + As
µA

t
ν([Gs,Gt]ψ)

A

= F r
µν [Gr]

A
Bψ

B (6.54)

となる。F r
µνが自然に現れた。

6.5.2 曲率の変換則

今、

Fµν
def
= F r

µνGr (6.55)

とする。これは、

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ] (6.56)

とも書ける。その変換則は、(6.35)

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µTT−1

より、

F ′
µν = TFµνT

−1 (6.57)

となる。これより、

F ′r
µν = [Ad(T )]rsF

s
µν

= [exp e]rsF
s
µν (6.58)

を得る。
今、

fµν
def
= ad(Gr)F

r
µν (6.59)
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とすると、

f ′
µν = exp(e)fµν exp(−e) (6.60)

となる。よって、

LGauge =
1

4k
Tr[fµνf

µν ] (6.61)

はゲージ不変である。kは正の定数である。今、

κrs
def
= −Tr[ad(Gr)ad(Gs)] = −fu

rvf
v
su(= −κsr) (6.62)

とすると、

LGauge = − 1

4k
κrsF

r
µνF

s,µν (6.63)

となる。
一般に

Tr[fµνfαβ] (6.64)

はゲージ不変である。今、

Fr,µν
def
= κrsF

s
µν (6.65)

とすると、(6.64)のゲージ不変性より、

F ′
r,µν = Fs,µν [exp(−e)]sr (6.66)

を得る。
変換のリー群が半単純のとき、detκrs ̸= 0であり、κrsは逆を持つ。更に、コンパクト半単純
の場合は、パラメーターを適当に変換して κrs = δrsと出来る。なお、ローレンツ群は非コンパ
クトである。

6.5.3 曲率の共変微分

(6.58)より、微小変換では、

F ′r
µν = F r

µν + εtf r
tsF

s
µν (6.67)

となる。よって一般処方 (6.52)より、

∇λF
r
µν = ∂λF

r
µν + At

λf
r
tsF

s
µν (6.68)

となる。これは、

∇λFµν = ∂λFµν + [Aλ,Fµν ] (6.69)
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とも書ける。変換則は、

∇′
λF

′
µν = T∇λFµνT

−1 (6.70)

となり、∇λFµνはFµνと同じ変換則を満たす。
また、微小変換で、

F ′
r,µν = Fr,µν − εtf s

trFs,µν (6.71)

となるので、

∇λFr,µν = ∂λFr,µν − At
λf

s
trFs,µν (6.72)

である。ここで、

fabc
def
= κarf

r
bc (6.73)

が完全反対称である事を使うと、

∇λ(κrsF
s
µν) = κrs∇λF

s
µν (6.74)

を示す事が出来る。

6.6 ゲージ場の運動方程式

Ar
µの微分は、F

r
µνの形でのみ現れる：

L1 =: L′
1(A

r
µ, F

r
µν). (6.75)

よって、

∂L1

∂Ar
µ

=
∂L′

1

∂Ar
µ

+
∂L′

1

∂F s
µν

· 2f s
rtA

t
ν , (6.76)

∂L1

∂∂νAr
µ

= 2
∂L′

1

∂F r
νµ

(6.77)

となる。(6.46)

− ∂L1

∂Ar
µ

+
∂L1

∂∂νAs
µ

f s
rtA

t
µ ≡ 0

は、

∂L′
1

∂Ar
µ

≡ 0 (6.78)

となる。これより、L1は F r
µνだけの関数である。
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(6.45)は、

∂L′
1

∂F s
µν

f s
rtF

t
µν ≡ 0 (6.79)

となる。ここで、ヤコビ恒等式

[[Gr,Gs],Gt] + [[Gs,Gt],Gr] + [[Gt,Gr],Gs] = 0 (6.80)

より得られる

fp
rsf

q
pt + fp

stf
q
pr + fp

trf
q
ps = 0 (6.81)

を用いた。(6.58)より、微小変換で、δF s
µν = εrf s

rtF
t
µνなので、上式は、

∂L′
1

∂F s
µν

δF s
µν ≡ 0 (6.82)

と等価となる。つまり、L′
1がゲージ不変であるという前提そのものを表している。L′

1 = LGauge

とすると、この式が満たされる。
以下では、

L = L0(ψ,∇ψ) + L′
1 (6.83)

について考える。Ar
µの運動方程式は、

δL
δAr

µ

≡ ∂L′
1

∂F s
µν

· 2f s
rtA

t
ν − ∂ν

(
2
∂L′

1

∂F r
νµ

)
+
∂L0

∂Ar
µ

= 0 (6.84)

である。ここで、

π µν
r

def
= 2

∂L′
1

∂F s
µν

, (6.85)

j µ
r

def
=

∂L0

∂Ar
µ

=
∂L0

∂(∇µψ)A
(Grψ)

A (6.86)

と置くと、

∂νπ
µν

r − f s
trA

t
νπ

µν
s = −j µ

r (6.87)

となる。この微分の形は (6.72)と同じなので、

∇λπ
µν

r
def
= ∂λπ

µν
r − f s

trA
t
λπ

µν
s (6.88)

として、

∇νπ
µν

r = −j µ
r (6.89)

となる。運動方程式 (6.89)は、Maxwell方程式とそっくりの形

∂νπ
µν

r = −(j µ
r − f s

trA
t
νπ

µν
r ) (6.90)

に書ける。右辺の第 2項からも分かるように、ゲージ場が「ゲージ荷」を持っているため、ゲー
ジ場はゲージ場自身の源の役割も持つ。

29



6.7 ゲージ場の再定義

6.7.1 Grの規格化

今、

κrs = Mδrs, (6.91)

Tr(GrGs) = −Nδrs (6.92)

の場合を考える。ただし、M , N は正の定数である。このとき、この時、

LGauge = −M
4k
δrsF

r
µνF

s,µν (6.93)

である。Gr = αG′
r(αは定数)とすると、

[G′
r,G

′
s] = f ′a

rsG
′
a , f ′a

rs =
1

α
fa

rs (6.94)

である。また、(6.62)の κrsは、

κ′rs
def
= −f ′u

rvf
′v
su =

1

α2
κrs (6.95)

となる。よって、

κ′rs =
M

α2
δrs ≡M ′δrs, (6.96)

Tr(G′
rG

′
s) = −N

α2
δrs (6.97)

である。また、Ar
µGr = A′r

µG
′
rでA′r

µを定義すると、A
′r
µ = αAr

µであり、

F ′r
µν

def
= ∂µA

′r
ν − ∂νA

′r
µ + f ′r

stA
′s
µA

′t
ν

= αF r
µν (6.98)

となる。よって、

LGauge = − 1

4k
κ′rsF

′r
µνF

′s,µν = −M
′

4k
δrsF

′r
µνF

′s,µν (6.99)

となる。αを適当に選んで、Tr(G′
rG

′
s) = −δrsやTr(G′

rG
′
s) = −1

2
δrs とすることが出来る。以

下、Grは適当に規格化されていると仮定し、′を省略する。

6.7.2 ゲージ場の再定義

多くの文献では、ゲージ場Ar
µを gAr

µと表している。ここで、

g
def
=

√
k

M
(6.100)
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である。今、後者のAr
µを Ãr

µと置く (Ar
µ = gÃr

µ)と、ψ
Aの共変微分は、

∇µψ
A = ∂µψ

A + gÃr
µ[Gr]

A
Bψ

B (6.101)

となり、ゲージ場の曲率は、

F r
µν = gF̃ r

µν , F̃ r
µν

def
= ∂µÃ

r
ν − ∂νÃ

r
µ + gf r

stÃ
s
µÃ

t
ν (6.102)

となる。また、LGaugeは、

LGauge = −1

4
δrsF̃

r
µνF̃

s,µν (6.103)

となる。オイラー・ラグランジュ方程式 (6.87)は、L′
1 = LGaugeの場合、

∂νF̃
µν

r − gf s
trÃ

t
νF̃

µν
s = j̃ µ

r , (6.104)

j̃ µ
r

def
= gj µ

r =
∂L0

∂Ãr
µ

(6.105)

となる。ここで、gF̃ µν
r

def
= δrsF

r,µνである17)。

6.8 いくつかのコメント

ショウ, ヤン・ミルズ, 内山の理論は、ワイルのゲージ理論の影響を強く受けており、おそら
くカルツァ・クライン理論がなくても誕生したと思われる。一方、クラインとパウリの理論は、
カルツァ・クライン理論の拡張から生まれたものである。ゲージ理論の誕生に初期の統一場理論
が重要であり、統一場理論は一般相対論から生まれた。さらに、内山によって、重力場もゲー
ジ場とみなせることが明らかにされた。
もしアインシュタインがいなくて、一般相対論の完成が遅くなった場合に、物理学がどのよ
うに発展したを考えることは興味深い。ゲージ理論が先に生まれ、それからゲージ理論の一種
として重力理論が生まれたかもしれない。ファインマン [14]は、一般相対論が知られていない
が、ゲージ理論は知られているとして、重力理論を作る事を試みた。ファインマンの重力理論
は、一般座標変換のゲージ理論とみなせる18) 。ファインマンは、ヤン・ミルズの論文には言及
しているが、内山には言及していない。ファインマンの重力理論は、非幾何学的なものであり、
大変興味深い。

6.9 参考文献

この章は、[3, 5, 8]を参考にした。ゲージ理論としての重力理論については [3, 5, 17]が詳し
い。内山 [6]には、一般相対論, 統一場理論, ゲージ理論の一般向けの解説があり、発表が遅れ
た経緯が詳しく書いてある。

17)添え字を κrs =Mδrs でなく、δrs で下げていることに注意せよ。また、F r,µν =
√
−det(gµν)F

r,µν である。
18)一般座標変換のゲージ理論については、内山 [3]が詳しい。本章では、場のみの変換 ψA(x) → (T )ABψ

B(x)に
ついて考えた。一般座標変換 xµ → x′µ(微小変換は、εµ(x)を微小量として、x′µ = xµ + εµ(x))とそれに伴う場
の変換について、本章の議論を拡張したものが、一般座標変換のゲージ理論である。
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A 一般相対論

A.1 接続と曲率テンソル

この章ではD次元時空を考える。計量 gµνは、(−++ · · ·+)の符号を持つとする。
計量の共変微分が 0という式は、

∇λgµν = ∂λgµν − gανΓ
α
µλ − gµαΓ

α
νλ = 0 (A.1)

である。これ式はまた、ベクトルの長さが平行移動で不変ということを表す。添え字をサイク
リックに入れ替えて、

∇µgλν = ∂µgλν − gανΓ
α
λµ − gλαΓ

α
νµ = 0, (A.2)

∇νgλµ = ∂νgλµ − gαµΓ
α
λν − gλαΓ

α
µν = 0 (A.3)

を得る。−(A.1)+(A.2)+(A.3)を計算すると、

−∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ − gανC
α
λµ − gαµC

α
λν − gλα2Γ

α
(µν) = 0 (A.4)

となる。ここで、

Γα
(µν)

def
=

1

2
(Γα

µν + Γα
νµ) (A.5)

である。また、

Cλ
νµ

def
= Γλ

νµ − Γλ
µν (A.6)

は捩率テンソルである。(A.4)を Γα
(νµ)について解いて、

Γσ
(µν) =

1

2
gσλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν)−

1

2
(C σ

ν µ + C σ
µ ν) (A.7)

を得る。ここで、gµν とその逆 (行列)gµν で添え字の上げ下げを行った。Γσ
µν = Γσ

(µν) +
1
2
Cσ

µν

なので、

Γσ
µν =

{
σ

µν

}
+Kσ

µν (A.8)

を得る。ここで、 {
σ

µν

}
def
=

1

2
gσλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) (A.9)

であり、クリストッフェルの 3指記号と呼ばれる。また、

Kσ
µν

def
=

1

2
(Cσ

µν + C σ
νµ + C σ

µν ) (A.10)

は contortionと呼ばれ、最初の 2つの添え字について反対称

Kσµν = −Kµσν (A.11)
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である。特に、捩率なしの条件

Cσ
µν = 0 (A.12)

を置くと、

Γσ
µν = Γσ

νµ =

{
σ

µν

}
(A.13)

となる。この接続をリーマン接続やレビ＝チビタ接続という。
曲率テンソルは、

Rµ
λαβ

def
= ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα (A.14)

で定義される。リッチテンソルは、

Rµν
def
= Rλ

µλν (A.15)

で定義され、スカラー曲率Rは、

R
def
= gµνRµν (A.16)

で定義される。

A.2 重力場の作用

計量 gµν は重力のポテンシャルに対応する量である。よって、重力場のラグランジアン密度
Lgravityは、計量を用いて表されるだろう。これは、計量の微分 ∂λgµνの 2次の式Gである事が
予想される。なぜなら、ニュートン力学によると、重力ポテンシャルの従う方程式は 2階の微分
方程式である (また、電磁場のラグランジアン密度は、ポテンシャルAµの微分の 2次式であっ
た事のアナロジーによる)。ところが、∂λgµνは座標変換によって、任意のある 1点で 0に出来
るので、Gもある 1点で 0に出来き、Gはスカラーではあり得ない。そこで、Gに計量の 2階
微分について線形の式を足した量 lで、スカラーなものを考えてみる。もし、

√
−gl =

√
−gG+ ∂µD

µ , g
def
= det(gµν) (A.17)

の形になっていれば、∂µDµは運動方程式に効かない19)ので、lは実質的には計量の微分の 2次
の式Gである。ところで、lとして最も一般的なものは、定数倍を除きリーマン接続に対する
スカラー曲率R∗である [4]。上付きの ∗はリーマン接続に対するものである事を表す。l = R∗

としたとき、(A.17)が成り立つ [4]。以上より、重力場のラグランジアン密度Lgravityは、

Lgravity =
1

2cκ
R∗ (A.18)

19)ただし、計量の変分の微分が境界でとなることを課してある。通常、場の解析力学では、場の変分は境界で 0
とするが、場の変分の微分は境界で 0である事は課さなくてよい。多脚場によるアインシュタイン方程式の導出
では、多脚場の変分の微分が境界で 0である事を課す必要はない。その意味で、多脚場による定式化の方が自然
である。
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と結論される。κはアインシュタイン定数と呼ばれるある定数で、アインシュタイン方程式の
非相対論極限から、κ = 8πG/c4と分かる。Gは万有引力定数である。
(A.17)は、具体的には、

√
−gR∗ =

√
−gG+ ∂µD

µ, (A.19)

G
def
= gµν

[{ ρ

γν

}{
γ

µρ

}
−

{
ρ

γρ

}{
γ

µν

}]
, (A.20)

Dρ def
=

√
−ggµν

{
ρ

µν

}
−

√
−ggµρ

{
ν

µν

}
(A.21)

となる [4]。
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B カルツァ・クライン理論のラグランジアン密度
§ 5.1のクラインの「ゲージ理論」におけるラグランジアン密度を計算する。記号は§ 5.1と
同じである。ただし、βχµをAµと書き、行列ではなく数として扱う。Aµだけは、5番目の座
標 x4に依存するのであった。この x4依存性がなければ、以下の計算は、通常のカルツァ・ク
ライン理論 (第 4章)に対するものとなる。
§ 5.1の計量を少し一般化し、

γ44 = α, γ4µ = Aµ , γµν = gµν +
1

α
AµAν (B.1)

とする。αは未定の定数である。逆行列は、

γµν = gµν , γ4µ = − 1

α
Aµ , γ44 =

1

α
+

1

α2
AµA

µ (B.2)

となる。gµνは gµνの逆であり、ギリシャ文字の上げ下げは gµν , gµνで行う。5Γc
abを γabに対す

るクリストッフェル記号とし、Γγ
µνを gαβに対するそれとする。多少の計算の後、以下を得る：

5Γσ
µν = Γσ

µν +
1

2α
(f σ

µ Aν + f σ
ν Aµ) +

1

2α2
Aσ(cµAν + Aµcν), (B.3)

5Γ4
µν = − 1

α
Aλ

5Γλ
µν +

1

2α
Sµν −

1

2α2
(cµAν + Aµcν), (B.4)

5Γσ
4ν =

1

2
f σ
ν +

1

2α
(cσAν + Aσcν), (B.5)

5Γ4
4ν = − 1

2α
fνλA

λ − Aλ 1

2α2
(cλAν + Aλcν), (B.6)

5Γσ
44 = cσ, (B.7)

5Γ4
44 = 0. (B.8)

ここで、

cµ
def
= ∂4Aµ , fµν

def
= ∂µAν − ∂νAµ , Sµν

def
= ∂µAν + ∂νAµ (B.9)

である。また、

5Γµ
def
= 5Γa

µa = Γµ
def
= Γα

µα, (B.10)

5Γ4
def
= 5Γa

4a =
1

α
cσAσ (B.11)

となる。
γab, gµνに対する (A.20)のGを、それぞれ 5GとGとする。5Gは、

5G = 5Γd
cb
5Γc

adγ
ab − 5Γc

5Γc
abγ

ab

≡ 5G1 − 5G2 (B.12)

となる。5G1は、

5G1 = rαβg
αβ + 2r4βγ

4β + r44γ
44, (B.13)

rαβ = 5Γδ
γβ

5Γγ
αδ + 2 · 5Γδ

4(β
5Γ4

α)δ +
5Γ4

4β
5Γ4

α4, (B.14)

r4β = 5Γδ
γβ

5Γγ
4δ +

5Γδ
4β

5Γ4
4δ +

5Γ4
γβ

5Γγ
44, (B.15)

r44 = 5Γδ
γ4

5Γγ
4δ + 2 · 5Γδ

44
5Γ4

4δ (B.16)
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であり、5G2は、

5G2 = sαβg
αβ + 2s4βγ

4β + s44γ
44, (B.17)

sαβ = Γγ
5Γγ

αβ +
5Γ4

5Γ4
αβ, (B.18)

s4β = Γγ
5Γγ

4β +
5Γ4

5Γ4
4β, (B.19)

s44 = Γγ
5Γγ

44 (B.20)

となる。
通常のカルツァ・クライン理論 (第 4章)では、cµ = 0である。(4.17)の導出はこの場合に行
えば良い。この場合でも 5Gの計算はやや面倒であるが、cµ ̸= 0の場合に比べてずっと楽であ
る。5Γc

abには、Fµν = fµν −Aµcν +Aνcµの組み合わせは現れない。5Gを計算し、FµνF
µνの項

を出すのは非常に大変である。
より詳しい計算は [16]を参照。
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C 不変変分論
この章は [3, 4, 8]を参考にした。
この章では、この章では、D次元時空を考える。ラグランジアン密度Lに

√
−gをかけたも

のをLと書く。

C.1 準備

ラグランジアン密度Lは、場 ψAとその微分 ∂µψ
Aで表される。A = 1, 2, · · · , N とし、Aは

テンソル添え字も含むとする。微小変換

δxµ
def
= x′µ − xµ, (C.1)

δψA(x)
def
= ψ′A(x′)− ψA(x) (C.2)

の下で、作用

S
def
=

∫
Ω

dDx L (C.3)

は、

S ′ =

∫
Ω

dDx
∂(x′)

∂(x)
L(ψ + δψ, ∂µψ + δ∂µψ) (C.4)

に変わる。ヤコビアンは、

∂(x′)

∂(x)
def
= det

∂x′µ

∂xν

= 1 + ∂µ(δx
µ) (C.5)

であるので、

δS
def
= S ′ − S

=

∫
Ω

dDx
[ ∂L
∂ψA

δψA +
∂L

∂(∂µψA)
δ(∂µψ

A) +L∂µ(δxµ)
]

=:

∫
Ω

dDx δL (C.6)

となる。今、

δ̄F (x)
def
= F ′(x′)

∣∣
x′=x

− F (x) (C.7)

と置くと、

δF (x) = F ′(x′)− F ′(x′)
∣∣
x′=x

+ F ′(x′)
∣∣
x′=x

− F (x)

= ∂µFδx
µ + δ̄F (x) (C.8)
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であり、

δ̄(∂µF ) = ∂µ(δ̄F ), (C.9)

δ(∂µF ) = δ̄(∂µF ) + ∂ν∂µFδx
ν

= ∂µ(δ̄F ) + ∂ν∂µFδx
ν

= ∂µ(δF )− ∂νF∂µ(δx
ν) (C.10)

が従う。よって、

δL =
∂L
∂ψA

(δ̄ψA + ∂µψ
Aδxµ) +

∂L
∂(∂µψA)

(∂µ(δ̄ψ
A) + ∂ν∂µψ

Aδxν) +L∂µ(δxµ)

= [L]Aδ̄ψ
A +

∂L
∂ψA

∂µψ
Aδxµ +

∂L
∂(∂µψA)

∂ν∂µψ
Aδxν

+L∂µ(δxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δ̄ψA
)

= [L]Aδ̄ψ
A + ∂µLδxµ +L∂µ(δxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δ̄ψA
)

= [L]Aδ̄ψ
A + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δ̄ψA +Lδxµ
)

(C.11)

となる。ここで、

[L]A
def
=

∂L
∂ψA

− ∂µ
∂L

∂(∂µψA)
(C.12)

である。δ̄の代わりに δを使うと、

δL = [L]A(δψ
A − ∂µψ

Aδxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δψA − ∂L
∂(∂µψA)

∂νψ
Aδxν +Lδxµ

)
= [L]A(δψ

A − ∂µψ
Aδxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δψA −Ξµ
νδx

ν
)

(C.13)

となる。ここで、

Ξµ
ν

def
=

∂L
∂(∂µψA)

∂νψ
A − δµνL =:

√
−gΞµ

ν (C.14)

である。Ξµ
νは正準エネルギー・運動量テンソルと呼ばれる

20)。

C.2 Noetherの第1定理

n個の実数パラメーター εr(r = 1, 2, · · · , n)に依存する大域的変換

x′µ = fµ(ε, x), (C.15)

ψ′A = [T (ε)]ABψ
B (C.16)

20)しかし、一般にこれはテンソルの成分ではない。
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を考える。ただし、T (ε)は線形リー群Gの表現になっているとする。ε = 0が恒等変換になる
ものとする。無限小変換は、

δxµ = εrf µ
r (x), (C.17)

δψA = εr[Gr]
A
Bψ

B (C.18)

である。ただし、

f µ
r (x)

def
=
∂fµ

∂εr

∣∣∣
ε=0

(C.19)

である。Grは、Gのリー代数の基底である。
無限小変換に対する (C.13)の δLは、

δL = εrLr, (C.20)

Lr
def
= [L]A([Gr]

A
Bψ

B − ∂µψ
Af µ

r ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B −Ξµ
νf

ν
r

)
(C.21)

である。無限小変換で δL ≡ 0となるとすると21)、Lr ≡ 0, すなわち、

[L]A([Gr]
A
Bψ

B − ∂µψ
Af µ

r ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B −Ξµ
νf

ν
r

)
≡ 0 (C.22)

が従う。運動方程式の下で、

∂µJ
µ
r = 0, (C.23)

Jµ
r

def
=

∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B −Ξµ
νf

ν
r (C.24)

が従う。これをNoetherの第 1定理という。Jµ
rをNoether currentという。

C.3 Noetherの第2定理

次に局所的変換

δxµ = εr(x)f µ
r (x), (C.25)

δψA = εr(x)GA
r (x) + ∂µε

rFA,µ
r (x) (C.26)

を考える。この時、

δL ≡ [L]A(δψ
A − ∂µψ

Aδxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δψA −Ξµ
νδx

ν
)

≡ [L]A

{
εr[GA

r − ∂µψ
Af µ

r (x)] + ∂µε
rFA,µ

r

}
+∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

[εrGA
r + ∂νε

rFA,ν
r ]−Ξµ

νε
rf ν

r

)
(C.27)

21)‘≡’は運動方程式を使わずに成り立つ式を表す。
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である。第 1項の中の最後の項は、

[L]A∂µε
rFA,µ

r = ∂µ([L]Aε
rFA,µ

r )− εr∂µ([L]AF
A,µ
r ) (C.28)

である。よって、

δL ≡ εr
{
[L]A[G

A
r − ∂µψ

Af µ
r (x)]− ∂µ([L]AF

A,µ
r )

}
+∂µ(B

µ
rε

r +Cµ,ν
r∂νε

r) (C.29)

となる。ただし、

Bµ
r

def
=

∂L
∂(∂µψA)

GA
r −Ξµ

νf
ν

r + [L]AF
A,µ
r , (C.30)

Cµ,ν
r

def
=

∂L
∂(∂µψA)

FA,ν
r (C.31)

である。作用の変化は、

δS ≡
∫
Ω

dDx εr
{
[L]A[G

A
r − ∂µψ

Af µ
r ]− ∂µ([L]AF

A,µ
r )

}
+

∫
Ω

dDx ∂µ(B
µ
rε

r +Cµ,ν
r∂νε

r) (C.32)

である。Ωは任意の領域である。さて、今、δL ≡ 0だったとする。上の第 2項の表面項が落ち
るように εrを選べるので、

[L]A[G
A
r − ∂µψ

Af µ
r ]− ∂µ([L]AF

A,µ
r ) ≡ 0 (C.33)

が従う。これを δS ≡ 0に代入し、

∂µ(B
µ
rε

r +Cµ,ν
r∂νε

r) ≡ 0 (C.34)

を得る。これは、

∂µB
µ
rε

r + (Bν
r + ∂µC

µ,ν
r)∂νε

r +C(µ,ν)
r∂µ∂νε

r ≡ 0 (C.35)

を意味する。()は対称化の記号である。εは任意なので、

∂µB
µ
r ≡ 0, (C.36)

Bν
r + ∂µC

µ,ν
r ≡ 0, (C.37)

C(µ,ν)
r ≡ 0 (C.38)

を得る。この 3式と (C.33)をNoetherの第 2定理という。(C.36)は (C.37)と (C.38)を組み合
わせれば導く事が出来る。
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