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Abstract

このノートでは、超ローレンツ群についてまとめる。超ローレンツ群には 2つある。1
つは、(ローレンツベクトル, ローレンツスピノール, ローレンツスカラー)の 3つ組の内積
を保つ変換である。もう 1つは、超リー群の生成子の交換関係から定義されるものである。
このノートでは、まず前者について書き、§7で後者について述べる。前者の観点からは、不

定定数A,Bと不定行列 κ(= 1または γ−1)は決まらないが、後者の観点では、A2 = B2 = 1,
κ = γ−1とするべきと分かる。

Contents

1 ガンマ行列 2

2 超ローレンツ変換 3

3 不変性の確認 3

3.1 ローレンツ不変性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

3.2 超ローレンツ不変性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3.3 超ローレンツ変換の特殊化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

4 一般の超ローレンツ変換 7

5 O(3, 1|4) 7

6 δΛA
Bの対称性 8

7 超ローレンツ群の生成子 9

7.1 生成子の交換関係 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

7.2 随伴表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

7.3 3つ組による表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

7.3.1 生成子の行列成分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

7.3.2 {Gα, Gβ} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

7.3.3 Bの決定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

7.3.4 [Gab, Gα] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1



1 ガンマ行列
ガンマ行列 {γa}a=−1,0,1,2,3を、

γaγb + γbγa = 2ηab , ηab = diag(−1,−1, 1, 1, 1) (1.1)

で定義し、実反対称行列 γ̄を、

γ̄γaγ̄
−1 = tγa , det(γ̄) = 1 (1.2)

で定義する。これより、

γ̄ = ±γ−1γ0 = ±γ1γ2γ3 (1.3)

である。ここで、

γ−1 = ±γ0γ1γ2γ3 (1.4)

を用いた。γを、

γ
def
= γ̄γ−1 (1.5)

で定義する。γは反対称行列である。また、γ−1, γ0は反対称行列で、γ1, γ2, γ3は対称行列である。
γaの成分 (γa)αβと書く。α, β = 1, 2, · · · , 2[D/2] = 4である ([A]はガウス記号,今はD = 5)。ま
た、γ̄の成分を (γ̄)αβと書く。よって、γの成分は、(γ)αβと書かれる。(tγa)

β
α = (γa)

β
αである。

例えば、

γ−1 = iσ2 × σ3, (1.6)

γ0 = i1× σ2, (1.7)

γ1 = 1× σ1, (1.8)

γ2 = σ1 × σ3, (1.9)

γ3 = σ3 × σ3, (1.10)

γ̄ = iσ2 × σ1 (1.11)

である。
以下、a, bなどのラテン添え字は 0, 1, 2, 3を表す。
また、

Gab
def
=

1

4
[γa, γb] =

1

4
(γaγb − γbγa) (1.12)

とする。γGabは対称行列である。
なお、γaは実行列に取ることが出来る。以下ではこれを仮定する。
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2 超ローレンツ変換

XA def
= (Xa, χα, X) (2.1)

とする。ここで、Xaはローレンツベクトルで、χαはスピノールでグラスマン数で、Xはロー
レンツスカラーである。超ローレンツ変換

X ′A = XBΛA
B (2.2)

は、2次形式

η̃(X,Y )
def
= XAη̃ABY

B def
= XaηabY

a − iχα(γ)αβψ
β −XY (2.3)

を不変にする [1]。ここで、ηab = diag(−1, 1, 1, 1)である。また、Y A = (Y a, ψα, Y )である。上
式を不変にするΛA

Bの集合をO(3, 1|4)と書く。
今、

|a| = | • | = 0 , |α| = 1 (2.4)

とすると、

η̃BA = (−1)|A|·|B|η̃AB (2.5)

である。
微小の実パラメーター εab(= −εba)と微小のグラスマン数パラメーター ξαを用いて、微小変換

δXa = Xbεab + A
i

2
χα(γκγa)αβξ

β, (2.6)

δχα =
1

2
(Gab)

α
βχ

βεab + A
1

2
Xa(κγa)

α
βξ

β +B
1√
2
Xξα, (2.7)

δX = −B i√
2
χα(γ)αβξ

β (2.8)

を考えると、これは (2.3)を保つ1)[1]。εab def
= ηbcε

ac, γa
def
= ηabγbである。ηabは ηabの逆である。

また、[1]によると κ = γ−1である (κ = 1でも良いのではないか？)。A,Bは複素定数である。
[1]ではA = B = 1であった2)。

3 不変性の確認
3.1 ローレンツ不変性
(2.3)の不変性を確かめる。
1)しかし、これは (2.3)を保つ一般の変換ではない。一般の場合は§4で議論する。
2)§7.3で、標準超ローレンツ群の生成子の交換関係からは、A2 = B2 = 1, κ = γ−1 とすべきだと分かる。
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まず、ローレンツ不変性を確かめる。この場合は、Xa, χα, X はそれぞれ独立に変換する。
(2.3)の第 1, 3項のローレンツ不変性は明らかなので、第 2項の不変性を確かめる。
スピノールの変換則は、以下である。ローレンツ変換Λa

bに対して、

T γaT
−1 = Λb

aγb, (3.1)

T †β = βT−1 (β = iγ0) (3.2)

を満たす T によって、スピノールは、

χ′α = (T )αβχ
β (3.3)

と変換される。この時、

χ̄
def
= χ†β (3.4)

は、

χ̄′ = χ̄T−1 (3.5)

と変換される。無限小変換は、

T = 1 +
1

2
εabGab (3.6)

である。
(3.3), (3.5)より、

−i(χα)∗(γ)αβψ
β = ±χ̄αψ

α (3.7)

はローレンツ不変である (−iγ = ±βである)。
ところで、(3.6)を一般化すると、

T = exp
(1
2
εabGab

)
(3.8)

である。今、γaは実行列と仮定しているので、

T ∗ = T (3.9)

である。よって、(χa)∗と χaとは同じ変換則を満たす。従って、(3.7)の不変性より、

−iχα(γ)αβψ
β (3.10)

もローレンツ不変である。
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3.2 超ローレンツ不変性
今、

δLX
a def
= Xbεab, (3.11)

δAX
a def
= A

i

2
χα(γκγa)αβξ

β, (3.12)

δLχ
α def
=

1

2
(Gab)

α
βχ

βεab, (3.13)

δAχ
α def
= A

1

2
Xa(κγa)

α
βξ

β, (3.14)

δBχ
α def
= B

1√
2
Xξα, (3.15)

δBX
def
= −B i√

2
χα(γ)αβξ

β, (3.16)

δBX
a def
= 0 , δLX

def
= δAX

def
= 0 (3.17)

と置く。また、

δXA = δLX
A + δAX

A + δBX
A (3.18)

と置く。この時、

δη̃(X,Y ) = δXAη̃ABY
B +XAη̃ABδY

B

=
∑

S=L,A,B

(δSX
Aη̃ABY

B +XAη̃ABδSY
B)

≡
∑

S=L,A,B

δS η̃(X,Y ) (3.19)

である。
前小節でローレンツ不変性を示したので、

δLη̃(X,Y ) = 0 (3.20)

は明らかである。
次に、

δAη̃(X,Y ) = δAX
aηabY

b +XaηabδAY
b + δAχ

α(−iγ)αβψβ + χα(−iγ)αβδAψβ (3.21)

を調べる。これは、

δAη̃(X,Y )

= A
[ i
2
χα(γκγa)αβξ

βηabY
b +Xaηab

i

2
ψα(γκγb)αβξ

β

+
1

2
Xa(κγa)

α
γξ

γ(−iγ)αβψβ + χα(−iγ)αβ
1

2
Xa(κγa)

β
γξ

γ
]

(3.22)
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である。第 1,4項はキャンセルする。また、第 3項は、
1

2
Xa(κγa)

α
γξ

γ(−iγ)αβψβ =
1

2
Xa(κγa)

α
γξ

γ(iγ)βαψ
β

=
1

2
Xa(iγκγa)βγξ

γψβ

= −1

2
Xa(iγκγa)βγψ

βξγ (3.23)

なので、第 2項とキャンセルする。よって、
δAη̃(X,Y ) = 0 (3.24)

である。
最後に、

δB η̃(X,Y ) = δBχ
α(−iγ)αβψβ + χα(−iγ)αβδBψβ − δBXY −XδBY (3.25)

を調べる。これは、
δB η̃(X,Y )

= B
[ 1√

2
Xξα(−iγ)αβψβ + χα(−iγ)αβ

1√
2
Y ξβ

+
i√
2
χα(γ)αβξ

βY +X
i√
2
ψα(γ)αβξ

β
]

(3.26)

である。第 2,3項はキャンセルする。第 4項は、

X
i√
2
ψα(γ)αβξ

β = −X i√
2
(γ)αβξ

βψα

= X
i√
2
(γ)βαξ

βψα (3.27)

なので、第 1項とキャンセルする。よって、
δB η̃(X,Y ) = 0 (3.28)

である。
以上より、(2.3)の不変性が示された。

3.3 超ローレンツ変換の特殊化
B = 0の場合を考える。この時、XA = (Xa, χα)に対して、

η̃0(X,Y )
def
= XAη̃ABY

B def
= XaηabY

a − iχα(γ)αβψ
β (3.29)

が不変となる。微小変換は、

δXa = Xbεab + A
i

2
χα(γκγa)αβξ

β, (3.30)

δχα =
1

2
(Gab)

α
βχ

βεab + A
1

2
Xa(κγa)

α
βξ

β (3.31)

である。
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4 一般の超ローレンツ変換
独立なグラスマン数パラメーター ξα, θαを導入して、AξαとBξαを A′ξα, B′θαに置き換え
ることが出来る。A′, B′は複素定数である。εabはローレンツ変換のパラメーター, ξαはベクト
ルとスピノールとの間の回転のパラメーター, θαはスピノールとスカラーとの間の回転のパラ
メーターである。更に、ベクトルとスカラーとの間の回転を、実パラメーター λaを導入して表
す事が出来る：

δXa = Xbεab + A′ i

2
χα(γκγa)αβξ

β +Xλa, (4.1)

δχα =
1

2
(Gab)

α
βχ

βεab + A′1

2
Xa(κγa)

α
βξ

β +B′ 1√
2
Xθα, (4.2)

δX = −B′ i√
2
χα(γ)αβθ

β +Xaλa. (4.3)

今、
δλX

α def
= Xλa , δλX

def
= Xaλa , δλχ

α def
= 0 (4.4)

とすると、
δλη̃(X,Y ) = δλX

aηabY
b +XaηabδλY

b − δλXY −XδλY

= XλaηabY
b +XaηabY λ

b −XaλaY −XY aλa

= 0 (4.5)

である。

5 O(3, 1|4)
∆を、

∆(XA) = (−1)|A| (5.1)

で定義する。∆の引数がグラスマン偶なら 1で、グラスマン奇なら−1である。このとき、
∆(XBΛA

B) = ∆(XB)∆(ΛA
B) = ∆(XA) (5.2)

なので、
∆(ΛA

B) = (−1)|A|−|B| (5.3)

である。よって、
XBΛA

B = (−1)(|A|−|B|)|B|ΛA
BX

B

= (−1)(|A|−1)|B|ΛA
BX

B (5.4)

となる。従って、O(3, 1|4)は、
O(3, 1|4) = {ΛA

B|ΛC
Aη̃CD(−1)(|D|−1)|B|ΛD

B = η̃AB} (5.5)

である。
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6 δΛABの対称性
無限小の超ローレンツ変換を ΛA

B = δAB + δΛA
B と書く。ただし、XA=• = X とする。この

とき、

δΛa
b = εab, (6.1)

δΛa
α =

i

2
(γκγa)αβξ

β, (6.2)

δΛa
• = λa, (6.3)

δΛα
a =

1

2
(κγa)

α
βξ

β, (6.4)

δΛα
β =

1

2
(Gab)

α
βε

ab, (6.5)

δΛα
• =

1√
2
θα, (6.6)

δΛ•
a = λa, (6.7)

δΛ•
α = − i√

2
(γ)αβθ

β, (6.8)

δΛ•
• = 0 (6.9)

となる。また、

λAB
def
= η̃ABδΛ

A
B (6.10)

とすると、

λab = εab, (6.11)

λaα =
i

2
(γκγa)αβξ

β, (6.12)

λa• = λa, (6.13)

λαa = − i

2
(γκγa)αβξ

β, (6.14)

λαβ = − i

2
(γGab)αβε

ab, (6.15)

λα• = − i√
2
(γ)αβθ

β, (6.16)

λ•a = −λa, (6.17)

λ•α =
i√
2
(γ)αβθ

β, (6.18)

λ•• = 0 (6.19)

となる。対称性は、

λAB = −(−1)|A|·|B|λBA (6.20)

となる。
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7 超ローレンツ群の生成子
7.1 生成子の交換関係
標準超ローレンツ群を、その群の生成子が以下の交換関係を満たすものとして定める。ロー
レンツ群の生成子をGabとすると、標準超ローレンツ群の生成子は、Gab, Gαであり、交換関
係は、

[Gab, Gcd] = ηadGbc + ηbcGad − ηacGbd − ηbdGac (7.1)

および、

[Gab, Gα] = Gβ(Gab)
β
α, (7.2)

{Gα, Gβ} =
i

2
Gab(γG

ab)αβ (7.3)

である [1, 2]。
これは、(2.6)から (2.8)でA,Bおよび κが、

A2 = B2 = 1 , κ = γ−1 (7.4)

の場合であることを§7.3で確かめる。

7.2 随伴表現
今、

T
def
= exp

(1
2
εabGab +Gαξ

α
)

(7.5)

とし、そのXA = Xab(= −Xba), χα(Xabは反対称ローレンツテンソル)による表現 (随伴表現)

を考える。このとき、

X ′A = (T )ABX
B (7.6)

である。微小変換では、

(T )AB = δAB +
1

2
εab(Gab)

A
B + (Gα)

A
Bξ

α (7.7)

である。まず、

(Gab)
ef
cd = 4ηg[bδ

[e
a]δ

f ]
[dδ

g
c], (7.8)

1

2
εab(Gab)

ef
cdX

cd = 2εabηgbδ
[e
a δ

f ]
d δ

g
cX

cd

= εebηcbX
cf − εfbηcbX

ce

= εecX
cf + εfcX

ec (7.9)
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である。また、

(Gab)
α
β = (Gab)

α
β (7.10)

で、Gabの他の成分は 0である。次に、

(Gα)
ab
β =

i

2
(γGab)αβ, (7.11)

(Gα)
β
ab = −(Gab)

β
α (7.12)

である。よって、

δXef = εecX
cf + εfcX

ec − χβ i

2
(γGef )αβξ

α, (7.13)

δχα =
1

2
χβ(Gab)

α
βε

ab −Xab(Gab)
α
βξ

β (7.14)

を得る。[1]では、

δXef = εecX
cf + εfcX

ec + χβi(γGef )αβξ
α, (7.15)

δχα =
1

2
χβ(Gab)

α
βε

ab − 1

2
Xab(Gab)

α
βξ

β (7.16)

となっているが…。

7.3 3つ組による表現
3つ組XA = (Xa, χα, X)による表現を考える。

7.3.1 生成子の行列成分
明らかに、

(Gab)
c
d = δcaηbd − δcbηad, (7.17)

(Gab)
α
β = (Gab)

α
β (7.18)

で、Gabの他の成分は 0である。(2.6)から (2.8)より、

(Gβ)
a
α = −A i

2
(γκγa)αβ, (7.19)

(Gβ)
α
a = A

1

2
(κγa)

α
β, (7.20)

(Gβ)
α
• = B

1√
2
δαβ , (7.21)

(Gβ)
•
α = B

i√
2
(γ)αβ (7.22)

であり、Gαの他の成分は 0である。
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7.3.2 {Gα, Gβ}

まず、

(GαGβ)
A
B = (Gα)

A
c(Gβ)

c
B + (Gα)

A
γ(Gβ)

γ
B + (Gα)

A
•(Gβ)

•
B (7.23)

であり、これより、

(GαGβ)
a
γ = 0 (7.24)

であり、

(GαGβ)
a
• = (Gα)

a
γ(Gβ)

γ
•

= −A i
2
(γκγa)γαB

1√
2
δγβ

= −AB i

2
√
2
(γκγa)βα (7.25)

である。よって、

({Gα, Gβ})a• = −AB i

2
√
2
[(γκγa) + t(γκγa)]βα (7.26)

である。κ = 1の時、
t(γκγa) = −σ(a)γaγ

= γγa (7.27)

である。ここで、σ(a) def
= ηaaであり、

tγa = σ(a)γa, (7.28)

γaγ = −σ(a)γγa (7.29)

を用いた。また、κ = γ−1の時、
t(γκγa) = σ(a)γ

aγ−1γ

= −σ(a)γaγγ−1

= γγaγ−1

= −γγ−1γ
a (7.30)

である。よって、

({Gα, Gβ})a• = 0 (7.31)

のためには、

κ = γ−1 (7.32)
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である必要がある。以下、これを仮定する。
また、

(GαGβ)
a
b = (Gα)

a
γ(Gβ)

γ
b

= −A i
2
(γκγa)γαA

1

2
(κγb)

γ
β

= −A2 i

4
[−(γκγa)αγ ](κγb)

γ
β

=
i

4
A2(γκγaκγb)αβ (7.33)

よって、

({Gα, Gβ})ab =
i

4
A2[(γκγaκγb) +

t(γκγaκγb)]αβ (7.34)

である。ところで、

γκγaκγb = γγ−1γaγ−1γb

= −γγ2−1γaγb

= γγaγb, (7.35)
t(γκγaκγb) = −σ(a)σ(b)γbγaγ

= −γγbγa (7.36)

である。よって、

({Gα, Gβ})ab =
i

4
A2(γ[γa, γb])αβ

= iA2(γGab)αβ (7.37)

である。ところで、(7.3)より、

({Gα, Gβ})ab =
i

2
(Gcd)ab(γG

cd)αβ

=
i

2
(ηcaηbd − ηcbηad)(γG

cd)αβ

= i(γGab)αβ (7.38)

なので、

A2 = 1 (7.39)

であるべき。
また、

(GαGβ)
γ
δ = (Gα)

γ
a(Gβ)

a
δ + (Gα)

γ
•(Gβ)

•
δ

= A
1

2
(κγa)

γ
α(−A)

i

2
(γκγa)δβ +B

1√
2
δγαB

i√
2
(γ)δβ

= − i

4
A2(κγa)

γ
α(γκγ

a)δβ +B2 i

2
δγα(γ)δβ (7.40)
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である。
また、

(GαGβ)
γ
• = 0 (7.41)

であり、

(GαGβ)
•
a = (Gα)

•
γ(Gβ)

γ
a

= B
i√
2
(γ)γαA

1

2
(κγa)

γ
β

= −AB i

2
√
2
(γ)αγ(κγa)

γ
β

= −AB i

2
√
2
(γκγa)αβ (7.42)

である。よって、

({Gα, Gβ})•a = 0 (7.43)

である。
また、

(GαGβ)
•
γ = 0 (7.44)

であり、

(GαGβ)
•
• = (Gα)

•
γ(Gβ)

γ
•

= B
i√
2
(γ)γαB

1√
2
δγβ

= B2 i

2
(γ)βα (7.45)

であり、

({Gα, Gβ})•• = 0 (7.46)

となる。
以上より、(7.3)は、γ

δ成分以外は確かめられた。

7.3.3 Bの決定
(7.40)より、

({Gα, Gβ})γδ = − i

4
A2[(κγa)

γ
α(γκγ

a)δβ + (κγa)
γ
β(γκγ

a)δα]

+B2 i

2
[δγα(γ)δβ + δγβ(γ)δα] (7.47)
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である。γ = βとして、

({Gα, Gβ})βδ = − i

4
A2[(κγa)

β
α(γκγ

a)δβ + (κγa)
β
β(γκγ

a)δα]

+B2 i

2
[δβα(γ)δβ +D(γ)δα] (7.48)

である。γ−1γa + γaγ−1 = 0より、(κγa)
β
β = 0である。よって、

({Gα, Gβ})βδ = − i

4
A2(γκγaκγa)δα +B2 i

2
(D + 1)(γ)δα

= − iD
4
A2(γ)δα +B2 i

2
(D + 1)(γ)δα

= i(γ)δα

[
− D

4
A2 +

B2

2
(D + 1)

]
(7.49)

である。一方、(7.3)より、

({Gα, Gβ})γδ =
i

2
(Gab)

γ
δ(γG

ab)αβ (7.50)

なので、

({Gα, Gβ})βδ =
i

2
(γGabGab)αδ (7.51)

となる。ここで、

GabGab =
1

8
γaγb(γaγb − γbγa)

=
1

8
(γaγbγaγb − γaγbγbγa)

=
1

8
(γaγbγaγb −D2)

=
1

8
(γaγb(2ηab − γbγa)−D2)

=
1

4
(D −D2) (7.52)

なので、

({Gα, Gβ})βδ =
1

8
(D2 −D)i(γ)δα (7.53)

となる。よって、

−D
4
A2 +

B2

2
(D + 1) =

1

8
(D2 −D), (7.54)

B2

2
(D + 1) =

1

8
(D2 −D) +

D

4
A2

B25

2
=

3

2
+ 1 =

5

2
,

B2 = 1 (7.55)

となる。
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7.3.4 [Gab, Gα]

(GabGβ)
A
B = (Gab)

A
c(Gβ)

c
B + (Gab)

A
γ(Gβ)

γ
B + (Gab)

A
•(Gβ)

•
B, (7.56)

(GβGab)
A
B = (Gβ)

A
c(Gab)

c
B + (Gβ)

A
γ(Gab)

γ
B + (Gβ)

A
•(Gab)

•
B (7.57)

である。よって、
(GabGα)

c
d = 0, (7.58)

(GαGab)
c
d = 0 (7.59)

である。また、
(GabGβ)

c
α = (Gab)

c
d(Gβ)

d
α

= (δcaηbd − δcbηad)(−A)
i

2
(γκγd)αβ

= −A i
2
[δca(γκγb)αβ − δcb(γκγa)αβ] (7.60)

であり、
(GβGab)

c
α = (Gβ)

c
γ(Gab)

γ
α

= −A i
2
(γκγc)γβ(Gab)

γ
α

= A
i

2
(γκγc)βγ(Gab)

γ
α

= A
i

2
(γκγcGab)βα (7.61)

である。よって、

([Gab, Gβ])
c
α = −A i

2
[δca(γκγb)αβ − δcb(γκγa)αβ + (γκγcGab)βα] (7.62)

となる。ここで、

γcGab = γc
1

4
(γaγb − γbγa)

=
1

4
[(2δca − γaγ

c)γb − (2δcb − γbγ
c)γa]

=
1

4
[2δcaγb − γaγ

cγb − 2δcbγa + γbγ
cγa]

=
1

4
[2δcaγb − 2δcbγa + γaγbγ

c − 2δcbγa + 2δacγb − γbγaγ
c]

= δcaγb − δcbγa +Gabγ
c (7.63)

である。また、
t(γκγcGab) = −σ(a)σ(b)σ(c)Gabγ

cγ−1γ

= σ(a)σ(b)σ(c)Gabγ
cγγ−1

= −γGabγ
cγ−1

= γγ−1Gabγ
c (7.64)
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である。よって、

(γκγcGab)βα = (γγ−1Gabγ
c)αβ

= (γγ−1γ
cGab)αβ − δca(γκγb)αβ + δcb(γκγa)αβ (7.65)

であり、

([Gab, Gβ])
c
α = −A i

2
(γκγcGab)αβ (7.66)

である。一方、

(Gγ)
c
α(Gab)

γ
β = −A i

2
(γκγc)αγ(Gab)

γ
β

= −A i
2
(γκγcGab)αβ (7.67)

である。よって、

([Gab, Gβ])
c
α = (Gγ)

c
α(Gab)

γ
β (7.68)

となる。
(7.2)の他の成分も同様に確かめられるだろう。
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