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1 O(p, q)群
0以上の整数 p, q (p+ q ≥ 1)に対して、

O(p, q)
def
= {Λa

b ∈ M(p+ q,R)|g◦ (q,p)ab = Λi
aΛ

j
bg
◦ (q,p)

ij } (1.1)

とする1)。ただし、g
◦ (q,p)
ab は (q + p)次の対角行列で、その最初の q成分が−1で、残りの p成分

が 1である2)3)。a, b = 0, 1, · · · , p+ q − 1である。また、

SO(p, q)
def
= {Λa

b ∈ O(p, q)| det(Λa
b) = 1} (1.2)

とする。d ≥ 1に対して、O(d, 1)をローレンツ群と呼ぶ。また、

SO+(d, 1)
def
= {Λa

b ∈ SO(d, 1)|Λ0
0 > 0} (1.3)

を狭義ローレンツ群と呼ぶ。

1)K = R,Cに対して、成分が Kに属する n次正方行列全体をM(n,K)と書く。
2)O(p, q)の定義において、g

◦ (q,p)

ab は最初の p成分が 1で、残りの q成分が −1の対角行列とされることが多い。
3)g

◦ (q,p)

ab = Λi
aΛ

j
bg
◦ (q,p)

ij の両辺の行列式を計算すると、[det(Λa
b)]

2 = 1を得る。
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2 ピン群
この節では、ピン群について解説する。ピン群は、(すぐ後で定義する)クリフォード代数を
用いて定義される。
今、

eaeb + ebea = 2g
◦ (q,p)

ab (2.1)

を満たす量の組 {ea}a=0,1,··· ,q+p−1 を考える。ea は時空点によらないとする (∂µea = 0)。クリ
フォード代数と呼ばれる集合 C(p,q)を、

C(p,q) def
= {a0 +

n∑
k=1

∑
0≤i1<i2<···<ik≤q+p−1

ai1i2···ikei1ei2 · · · eik |a0 ∈ R, ai1i2···ik ∈ R} (2.2)

で定義する。さらに、

C(p,q)
∗

def
= {S ∈ C(p,q)|∃U ∈ C(p,q), SU = 1 = US} (2.3)

とし、クリフォード群 Γ(p,q)を、

Γ(p,q) def
= {S ∈ C(p,q)

∗ |∃Λa
b ∈ M(p+ q,R), SeaS−1 = Λb

aeb} (2.4)

で定義する。S ∈ Γ(p,q)に対して、

e′a
def
= SeaS

−1 = [ρ(S)]baeb =: ρbaeb (2.5)

で ρ(S)を定める。ρ(S) ∈ O(p, q)であることは、次のようにして分かる。まず、

e′ae
′
b + e′be

′
a = S(eaeb + ebea)S

−1

= 2g
◦ (q,p)

ab (2.6)

である。また、

e′ae
′
b + e′be

′
a = ρcaρ

d
b(eced + edec)

= 2ρcaρ
d
bg

(q,p)
cd (2.7)

である。上 2式より、ρ(S) ∈ O(p, q)が分かる。S,S′ ∈ Γ(p,q)に対して、ρ(S′S) = ρ(S′)ρ(S)で
あるから、ρはO(p, q)の表現である。また、0でない実数 aに対して、ρ(aS) = ρ(S)である。
Spin(p, q)と書かれる、Γ(p,q)の部分群が存在し、

ρ(Spin(p, q)) = SO(p, q) (2.8)

となる [1]。Spin(p, q)の定義は、すぐ後の (2.13)である。Spin(p, q)はスピン群と呼ばれる。
Spin(p, q)は、すぐ後で定義されるピン群Pin(p, q)の部分群であり、SO(p, q)の二重被覆群であ
る4)

4)また、d ≥ 1 に対して、Spin(d, 1) の部分群 Spin+(d, 1) が存在し、それは SO+(d, 1) の二重被覆群である。
Spin+(p, q)は (2.14)で定義される。
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Pin(p, q), Spin(p, q)は次のように定義される5)。今、C(p,q)の元に作用する演算子 rを、

r(aei1ei2 · · · eik)
def
= a(−1)(p+1)keik · · · ei2ei1 , (2.9)

r(a)
def
= a (2.10)

によって定義する。ここで、aは実数であり、i1, i2, · · · , ik = 0, 1, · · · , p+ q − 1である。また、
S ∈ C(p,q)に対して、

N(S)
def
= Sr(S) (2.11)

と定義する。S ∈ Γ(p,q)のとき、N(S) = aとなる、0でない実数 aが存在する。Pin(p, q)は、

Pin(p, q)
def
= {S ∈ Γ(p,q)|N(S) = ±1} (2.12)

で定義される6) 。また、

Spin(p, q)
def
= Pin(p, q) ∩ C(p,q)

0 , (2.13)

Spin+(p, q)
def
= {S ∈ Spin(p, q)|N(S) = 1} (2.14)

である。ここで、C(p,q)
0 は C(p,q)の元のうち、{ea}の偶数次のみからなる元の集合である。なお、

C(p,q)
1 は C(p,q)の元のうち、{ea}の奇数次のみからなる元の集合である。
(p+ q)が偶数の時は、

ρ(Pin(p, q)) = O(p, q) (2.15)

となり、Pin(p, q)はO(p, q)の二重被覆群である [1, 2]。
{ea}はNp+q次元の複素行列として表現することができる。ここで、NDは

ND
def
= 2[D/2] (2.16)

である。[A]はガウス記号で、A以下の最大の整数である。eaの行列表現を γ(ea) ∈ GL(Np+q,C)
とする。クリフォード代数の行列表現は、

γ(aei1ei2 · · · eik)
def
= aγ(ei1)γ(ei2) · · · γ(eik), (2.17)

γ(a)
def
= a1Np+q (2.18)

で定義される。aは実数である。1Np+q は、Np+q次の単位行列である。

3 群PD

以下、p = d
def
= D − 1 ≥ 1, q = 1とし、

γ(ea) = γa (3.1)

5)この段落の記述は、[1]を参考にした。
6)Pin(p, q)の任意の元は、v1v2 · · · vnの形に書ける。ただし、vα(α = 1, 2, · · · , n)は、vα =

∑p+q−1
j=0 a j

α ej (a
j
α ∈

R)の形の C(p,q)
∗ の元である。
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とする。ここで、右辺の γaは以下で定義されるガンマ行列である：{γa}a=0,1,··· ,D−1は、1ND
次

の複素行列で、

γaγb + γbγa = 2g
◦

ab1ND
(3.2)

と

(γa)
† = σ(a)γa (σ(a)

def
= g

◦

aa = 1− 2δa0) (3.3)

を満たすとする。g
◦
ab

def
= g

◦ (1,d)
ab = diag(−1, 1, · · · , 1)である。†はエルミート共役 (複素共役と転

置)である。γaは時空点によらないとする (∂µγa = 0)。γaをガンマ行列と呼ぶ。γaが (3.2), (3.3)

を満たすとき、U を時空点によらないユニタリー行列として、

γ̂a
def
= UγaU † (3.4)

とすると、γ̂aも (3.2), (3.3)を満たす。
今、γ(Γ(d,1))の部分群

PD def
= {T ∈ γ(Γ(d,1))|βT †β = T−1} (3.5)

を定義する。ここで、

β
def
= iγ0 (3.6)

である。β2 = 1である。S ∈ γ(C(d,1))に対して、

τ(S)
def
= βS†β (3.7)

と定義する。T ∈ γ(Γ(d,1))がPDに属するための条件は、T τ(T ) = 1である。β2 = 1より、

τ(aγi1γi2 · · · γik) = aτ(γik) · · · τ(γi2)τ(γi1) (a ∈ R) (3.8)

となる。また、(3.3)より、

(γi)
† = σ(i)γi (3.9)

である。一方、(3.2)より、

βγiβ = −σ(i)γi (3.10)

である。よって、

τ(γik) = −γik (3.11)

である。これより、

τ(aγi1γi2 · · · γik) = a(−1)kγik · · · γi2γi1 (a ∈ R) (3.12)
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となる。(3.12)と、(2.9)で p = dとしたものより、

τ(aγi1γi2 · · · γik) = εD,kγ(r(aei1ei2 · · · eik)) (a ∈ R) (3.13)

となる。ここで、εD,kは、Dが奇数とき 1であり、Dが偶数のとき (−1)kである。以上より、
以下の事が分かる：

Q±(p, q)
def
= {S ∈ Pin(p, q) ∩ C(p,q)

1 |N(S) = ±1}, (3.14)

P̃D def
= Spin+(d, 1) ∪Q(−)d(d, 1) (3.15)

とすると、P̃Dは Pin(d, 1)の正規部分群であり、

PD = γ(P̃D) (3.16)

となる。ただし、(−)dは dが偶数のとき+を、dが奇数のとき−を表す。
ローレンツ群O(d, 1)の部分群

SD def
= ρ(P̃D) (3.17)

は、狭義ローレンツ群 SO+(d, 1)を含む。ρは (2.5)のものである。任意のΛa
b ∈ SDに対して、

T ∈ PDで、

T γaT−1 = (Λ−1)abγ
b (3.18)

となるものが存在する。ここで、γa def
= gab

◦
γbであり、

Λ b
a = (Λ−1)ba (3.19)

を用いた。Λの添え字は g
◦
abと gab

◦
で上げ下げした。

4 スピノール
任意のΛa

b ∈ SDに対して、T ∈ PDで、

T γaT−1 = (Λ−1)abγ
b (4.1)

となるものが存在する。量の組 ψ = t(ψ1, · · · , ψND)で7)、

ψ′A = T A
Bψ

B (4.2)

と変換するものをスピノールという。ここで、A,B = 1, 2, · · · , NDである。本章の以下では、
添え字A, Bはこの意味で用いる。
また、

ψ̄
def
= iψ†γ0 = (ψ̄1, · · · , ψ̄ND

) (4.3)

7)t は転置を表す。また、ψA ∈ Cである。
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は、

ψ̄′
A = (T−1)BAψ̄B (4.4)

と変換される。実際、

ψ̄′ = (ψ′)†β

= ψ†T †β = ψ̄βT †β (4.5)

であり、T ∈ PDなので、

βT †β = T−1 (4.6)

となる。
微小変換Λa

b = δab + εabに対しては、

T = 1 +
1

4
εabγab , γab

def
= γ[aγb] (4.7)

となることを以下で確かめる。ここで、εab = −εbaである。まず (4.1)を確かめる。上式より、

T γiT−1 = 1 +
1

4
εab[γ

ab, γi] (4.8)

である。ところで、公式

[AB,C] = A[B,C]+ − [A,C]+B (4.9)

が成り立つ。ここで、[A,B] = AB −BA, [A,B]+ = AB +BAである。よって、[γab, γi]は、

[γab, γi] =
1

2
[γaγb − γbγa, γi]

=
1

2
(γa[γb, γi]+ − [γa, γi]+γ

b − γb[γa, γi]+ + [γb, γi]+γ
a)

= γaηbi − ηaiγb − γbηai + ηbiγa

= 4γ[aηb]i (4.10)

となる。これより、T γiT−1 = (δia − εia)γ
a = (Λ−1)iaγ

aを得る。次に (4.6)を確かめる。(3.12)

より、

β(γaγb)†β = γbγa (4.11)

となる。これより、無限小変換で (4.6)が確かめられる。

5 いくつかのコメント
PDは、ディラック場のラグランジアン密度を (または、ψ̄ψを)不変にするようなスピノール
の変換行列T の全体である。(4.1)によって、PDはSDの元を表す事が出来る。SDはSO+(d, 1)
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を含むであるが、O(d, 1)の真部分群である。つまり、PDでは表す事が出来ないようなローレ
ンツ群の元Λa

b ∈ O(d, 1), Λa
b /∈ SDが存在する。

クリフォード代数の行列表現は、p+ qが偶数ならば忠実であるが、p+ qが奇数だと忠実と
は限らないようである。
[2]によると、p+ qが奇数で、p < qの場合は、Pin(p, q) → O(p, q)は全射ではないらしい。他
の文献によると、p, qによらずPin(p, q)はO(p, q)の二重被覆群とある。どちらが正しいのか？
クリフォード群やピン群の定義が [1]と [2]とで異なる。どうやら 2種類の定義があり、p+ q

が偶数の時には違いが出ないが、p+ qが奇数の時には違いが出る可能性があるようだ。
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