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1 導入
γµを

γµγν + γνγµ = 2ηµν , ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (1.1)

を満たすクリフォード代数の単位とする。σiを

σi def
= γ0γi (1.2)

で定義すると、

γµvµ = (v0 + σivi)γ
0 (1.3)

である。今、

a
def
= σiai , b

def
= σibi (1.4)

とすると、

ab = aibjσ
iσj

= aibjγ
0γiγ0γj

= aibi + aibjγ
[iγj]. (1.5)

今、

I
def
= γ0γ1γ2γ3 (1.6)

とすると、

I2 = −1, (1.7)

Iγµγν = γµγνI. (1.8)

また、

Iσ1 = γ2γ3 , Iσ2 = −γ1γ3 , Iσ3 = γ1γ2, (1.9)

Iγ1γ2 = −γ0γ3 , Iγ1γ3 = γ0γ2 , Iγ2γ3 = −γ0γ1 (1.10)
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である。これは、

Iσi =
1

2
εi jkγ

jγk, (1.11)

Iγ[iγj] = −εij kσ
k (1.12)

と書ける。ところで、

ab− ba = 2aibjγ
[iγj], (1.13)

−I

2
(ab− ba) = aibjε

ij
kσ

k ≡ a× b. (1.14)

よって、

a ∧ b
def
=

1

2
(ab− ba) = Ia× b. (1.15)

また、

Ia =
1

2
aiε

i
jkγ

jγk ≡ 1

2
ajkγ

[jγk], (1.16)

ajk
def
= aiε

i
jk. (1.17)

なお、

1

2
(ab+ ba) = aibi ≡ a · b (1.18)

である。よって、

ab = a · b+ a ∧ b

= a · b+ Ia× b. (1.19)

ここで、

D
def
= γµ∂µ (1.20)

を導入すると、

Dγ0 = −∂0 − σi∂i ≡ −∂0 −∇ (1.21)

2 電磁場

2.1 ベクトルポテンシャル

A
def
= γµAµ (2.1)
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は、ローレンス条件

−∂0A0 + ∂iAi = 0 (2.2)

を満たすとする。この時、

F
def
= DA

= −Dγ0γ0A

= (∂0 +∇)(−A0 +A)

= −∂0A0 + ∂0A−∇A0 +∇ ·A+∇ ∧A

= ∂0A−∇A0 +∇ ∧A

= −E + IB. (2.3)

ここで、

E = −∂0A+∇A0, (2.4)

B = ∇×A (2.5)

はそれぞれ 2形式である。

2.2 モノポールありのマクスウェル方程式

磁荷もある場合を考え、

F
def
= −E +B(2) (2.6)

とする。B(2)は磁場の 2形式

B(2) =
1

2
Bijγ

[iγj] (2.7)

で、4次元時空では、IBと書ける。また、

E
def
= γ0γiEi (2.8)

である。この時、

DF = (γ0∂0 + γi∂i)(−γ0γjEj +
1

2
Bjkγ

[jγk])

= γi∂0Ei +
1

2
γ0γ[jγk]∂0Bjk + γ0γiγj∂iEj +

1

2
γiγ[jγk]∂iBjk

= γi∂0Ei +
1

2
γ0γ[iγj]∂0Bij + γ0∂iEi + γ0γ[iγj]∂iEj +

1

2
γiγ[jγk]∂iBjk (2.9)

である。ここで、公式

γiγ[jγk] = γ[iγjγk] + 2δi[jγk] (2.10)
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を使うと、

DF = γ0∂iEi +
1

2
γ[iγjγk]∂[iBjk] +

1

2
γ0γ[iγj](2∂[iEj] + ∂0Bij) + γi(∂0Ei + ∂jBji) (2.11)

となる。モノポールありのマクスウェル方程式

∂iEi = ρ, (2.12)

−∂0Ei − ∂jBji = Ji, (2.13)

3∂[iBjk] = Kijk, (2.14)

2∂[iEj] + ∂0Bij = K0ij (2.15)

より、

DF = γ0ρ+
1

2
γ[iγjγk]∂iBjk + γ0γ[jγk](∂[iEj] +

1

2
∂0Bjk)− γiJi

= γ0ρ+
1

3!
γ[iγjγk]Kijk +

1

2
γ0γ[iγj]K0ij − γiJi ≡ −J +K, (2.16)

J = −γ0ρ+ γiJi, (2.17)

K =
1

3!
γ[iγjγk]Kijk +

1

2
γ0γ[iγj]K0ij (2.18)

である。これに、4次元時空で成り立つBij = ε k
ij Bkを代入して、

1

2
γ[iγjγk]∂iBjk = γ1γ2γ31

2
εijkεl jk∂iBl

= γ1γ2γ3∂iBi

= γ1γ2γ3ρ(m)

= −γ0Iρ(m) (2.19)

および、

γ[iγj](∂[iEj] +
1

2
∂0Bjk) = γ[iγj](∂[iEj] +

1

2
∂0ε

l
jk Bl)

= Iσk∂0Bk + I∇×E

= I(∂0B +∇×E)

= −IJ(m) (2.20)

を得る。よって、

DF = γ0ρ− ρ(m)γ
0I − γ0IJ(m) − γiJi

= ργ0 − ρ(m)γ
0I + J(m)γ

0I − Jγ0

= −J + J(m)I, (2.21)

J = (−ρ+ J)γ0, (2.22)

J(m) = (−ρ(m) + J(m))γ
0 (2.23)

を得る。
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2.3 双対方程式

双対方程式は、

F
←−
D = (−γ0γjEj +

1

2
Bjkγ

[jγk])(γ0←−∂0 + γi←−∂i )

= −γi∂0Ei +
1

2
∂0Bjkγ

0γ[jγk] − γ0γjγi∂iEj +
1

2
∂iBjkγ

[jγk]γi

= −γi∂0Ei +
1

2
∂0Bjkγ

0γ[jγk] − γ0∂iEi + γ0γ[iγj]∂[iEj] +
1

2
∂iBjkγ

[jγk]γi (2.24)

である。ここで、

γ[jγk]γi = γ[iγjγk] − 2δi[jγk] (2.25)

なので、

F
←−
D = −γ0∂iEi +

1

2
∂iBjkγ

[iγjγk] + γ0γ[iγj](∂[iEj] +
1

2
∂0Bij)− γi(∂0Ei + ∂jBji)

= J +K = J + J(m)I (2.26)

となる。

2.4 ローレンツ力

FDF + F
←−
DF = ∂µ(FγµF ) (2.27)

である。

Sµ def
= −1

2
FγµF (2.28)

とすると、

∂µS
µ = −1

2
(FDF + F

←−
DF ) ≡ −f (2.29)

であり、

f = fe + fm, (2.30)

fe = −
1

2
(FJ − JF ), (2.31)

fm =
1

2
(FJ(m)I + J(m)IF ) (2.32)

となる。また、

feγ
0 = −1

2
(FJ − JF )γ0

= −1

2
(FJγ0 − Jγ0F ∗)

=
1

2
[(−E + IB)(−ρ+ J)− (−ρ+ J)(E + IB)] (2.33)
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ここで、F ∗ = E + IBは Fγ0 = γ0F ∗で定義した。これは、

feγ
0 = ρE +

1

2
I(BJ − JB)− 1

2
(EJ + JE)

= ρE + J ×B − J ·E (2.34)

となる。これは、ローレンツ力と相互作用エネルギーの (−1)倍を表す。
磁気的対応物は、

fmγ
0 =

1

2
(FJ(m)I + J(m)IF )γ0

=
1

2
(FJ(m)Iγ

0 + J(m)Iγ
0F ∗)

= −1

2
(FJ(m)γ

0I + J(m)γ
0IF ∗)

=
1

2
[(−E + IB)(−ρ(m) + J(m))I + (−ρ(m) + J(m))I(E + IB)]

= ρ(m)B −
1

2
(EJ(m) − J(m)E)I − 1

2
(BJ(m) + J(m)B)

= ρ(m)B − J(m) ×E − J(m) ·B (2.35)

である。これは、「ローレンツ力」と相互作用エネルギーの (−1)倍を表す。
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