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概 要
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1 はじめに
1.1 概要
量子力学では，質点が量子化される。質点の位置 q̂は演算子である。

q̂|x⟩ = x|x⟩ (1.1)

なる位置の固有状態が導入され，x-表示の波動関数 ψ(x) = ⟨x|ψ⟩の自乗 |ψ(x)|2が確率密度と解釈され
る。位置演算子 q̂と運動量演算子 p̂は正準交換関係

[q̂i, p̂j ] = iδij i, j = 1, 2, 3 (1.2)

を満たす。
場の量子論では，場が量子化される。あるハイゼンベルグ場（ハイゼンベルグ描像の場）ψ̂(x, t)に対

して，その正準共役場 π̂(x, t)が存在し，正準交換関係

[ψ̂(x, t), π̂(x′, t)] = iδ3(x− x′) (1.3)

が満たされる（ボソンの場合）。場の量子論では位置 xは時間 tと同様に c数である。したがって，場の
量子論では位置の演算子 q̂なる量は現れないと思われる。しかし，この論文では，場の量子論から自然
に巨視的物体（extended objects）1)の位置を表わす演算子 q̂が現れることを示す。量子力学的演算子 q̂

はハイゼンベルグ場 ψ̂(x, t)に x− q̂の形で含まれる。量子力学のときの同じ

[q̂i, p̂j ] = iδij i, j = 1, 2, 3 (1.4)

を満たす運動量演算子 p̂によって，ハイゼンベルグ場は

e−ip̂·cψ̂(x− q̂, t)eip̂·c = ψ̂(x+ c− q̂, t) (1.5)

と変換される。この辺りの「からくり」を以下で詳しく説明する。
量子力学では有限自由度の系が扱われる。§1.2.1で，量子力学では真空は 1種類しかないことを示す。

それに対して，場の量子論では無限自由度の系が扱われる。§1.2.2において，場の理論では非可算無限
個の真空が存在することを示す。したがって，場の量子論の方がはるかに豊かな体系である。本論文で
は，場の量子論における真空の属性を詳しく考察する。
多数の異なる相の出現は，ハイゼンベルグ場の運動を，異なる Fock空間で記述することに対応する。

各 Fock空間は，それぞれの真空への粒子凝縮の形によって区別される。ある Fock空間の真空 |0⟩が
a(k)|0⟩ = 0により定義されるとき，a†(k)により生成される粒子を準粒子と言う。いかなる演算子も，
ある準粒子の真空 |0⟩上のFock空間への作用として定義される。従って，ハイゼンベルグ場ψ(x)は，準
粒子場φ(x)または，準粒子の生成・消滅演算子 a(k), a†(k)によって，ψ(x) = ψ[x|φ] = ψ[x|a(k), a†(k)]
のように表わされなければならない。このように，ハイゼンベルグ場を準粒子場で表わしたものをダイ
ナミカルマップと言う（§2.1参照）。
変換の生成子N は，一般にN =

∫
d3x ρ(x)の形で書ける。N 変換に対してハミルトニアンは不変で

あるとする。ρ(x)が場とその導関数で与えられるとき，N は

N
w
=

∫
d3k

[
c(k)a†(k)a(k) + {b∗χ(k) + bχ†(k)}δ3(k)

]
1)結晶中の転位（線），境界，欠陥や，超流動体中の渦糸，磁性体の磁気的ドメインなど，量子効果によって現れる巨視的

な構造。
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の形となる（§2.2.1参照）。ただし，a(k)，χ(k)は準粒子であり，χ(k)のエネルギー ωχ(k)は ωχ(0) = 0

を満たす。N による変換により，χ-場は eiθNχ(x)e−iθN = χ(x)− cθと変換される。ある種の粒子の有
限密度の凝縮が，N 不変でない真空を形成したとする：N |0⟩ ̸= 0.これは |0⟩上の Fock空間ではN 対称
性が自発的に破れていることを表わす。このとき χ-粒子が存在する。よって，自発的に対称性が破れる
と ωχ(0) = 0なる粒子が存在する。これを南部-Goldstone定理と言う（§2.3.2参照）。
量子場 ψ(x)，準粒子場 φ(x)の方程式を，それぞれ，Λ(∂)ψ(x) = j[ψ](x)，Λ(∂)φ(x) = 0とする。

Λ(∂)f(x) = 0なる c数関数によって φf (x)
def
= φ(x) − f(x)を定義する。変換 φ(x) → φf (x)は一般に

相転移に対応する。φ(x)，φf (x)の消滅演算子を a(k)，af (k)とし，真空 |0⟩，|0(f)⟩を a(k)|0⟩ = 0，
af (k)|0(f)⟩ = 0で定義する。また，⟨0|ψ(x)|0⟩ = 0とする。このとき，ϕ(x) def

= ⟨0(f)|ψ(x)|0(f)⟩を場の
秩序パラメーターという（§2.3.1，§2.3.3参照）。
ψ(x)のダイナミカルマップを ψ(x) =

∑∞
n=−1 ψn(x)とかく。ただし，ψnは準粒子の (n + 1)次の N

積である。特に，ψ−1(x)は場の秩序パラメーター ϕ(x)である。場の方程式を ϕ(x)のまわりでテーラー
展開し，準粒子の次数で式を分類すると，最低次と次の次数の方程式として，それぞれ

Λ(∂)ϕ(x) = j[ϕ](x) ,
(
Λ(∂)− j1[ϕ]

)
ψ0 = 0

を得る。ただし，j1[ϕ]ψ0 ≡
∫
d4y limε→0

(
j[ϕ(•) + εψ0(•)δ4(• − y)](x)− j[ϕ](x)

)
/ε である。ϕ(x)が時

間によらないとき，∂iϕ(x)が上の第 2式の解であることが分かる。これは離散的なゼロ・エネルギー・
モードである。ψ0(x)は ψ0(x) = −q ·∇ϕ+φ(x)となる。ただし，φ(x)は連続モードを表わし，qは量
子力学的演算子を表わす。量子力学的演算子は，巨視的物体の存在によって，空間の並進対称性が自発
的に破れたことに付随するNGモードを表わすと解釈される（§2.3.3参照）。
第 3章で，(1+1)次元の sine-Gordonモデル (∂2x−∂2t )ψ(x) = µ2 sinψ(x)を考える。Λ(∂)を∂2x−∂2t −µ2

に選ぶ。Λ(∂)f(x) = 0の解の１つとして eµX がある。ただし，Xは一般化座標と呼ばれる，x− q，tの
関数である（qは量子力学的演算子である）。f(x) = eµX とき，場の秩序パラメーターは tree近似の範
囲で

ϕ(X) = 4 tan−1 e
µX

4

となる。これは sine-Gordonモデルのキンク解として知られるものである（第 3章参照）。
本論文では，主に文献 [1]，[2]を参考にした。第 3章は論文 [3]をもとにした。また，考察をボソン

に限った。付録では，本文では省略した計算や，本文への補足が行われる。本論文では，光速度 cを 1

とする。また，特に断らない限り，換算プランク定数 ℏも 1とする。テンソルの成分を表わす添え字に
i, j, k, · · · や µ, ν, α, · · · を用いる。ラテン文字は 1, 2, 3，ギリシャ文字は 0, 1, 2, 3の値を取る。ただし，
ラテン文字はテンソルの成分以外にも様々な添え字に使われる。メトリック ηµν は diag(−1, 1, 1, 1)と
する。

1.2 量子力学と場の量子論との相違
1.2.1 量子力学と同値定理

正準交換関係 [
ai, a

†
j

]
= δij ,

[
bi, b

†
j

]
= δij (1.6)

を満たしている有限個の生成・消滅演算子の組 {ai, a†i , bi, b†i}Ni=1を考える。ただし，これ以外の交換関
係は 0であるとする。また，真空 |0⟩を

ai|0⟩ = 0 , bi|0⟩ = 0 for all i (1.7)

4



によって導入する。それぞれの iに対して，

ai|0⟩i = 0 , bi|0⟩⟩i = 0 (1.8)

によって真空 |0⟩i，|0⟩⟩iを導入すると，|0⟩は

|0⟩ =
N⊗
i=1

|0⟩i ⊗
N⊗
j=1

|0⟩⟩j (1.9)

と書ける。
今，個数状態 |ni⟩i，|mi⟩⟩iを，固有値方程式

a†iai|ni⟩i = ni|ni⟩i , b†ibi|mi⟩⟩i = mi|mi⟩⟩i (1.10)

を満たすものとして導入する。固有値は

ni,mi = 0, 1, 2, · · · (1.11)

である（§A.1参照）。また，(A.27)より，固有状態は

|ni⟩i =
1√
ni!

(a†i )
ni |0⟩i , |mi⟩⟩i =

1√
mi!

(b†i )
mi |0⟩⟩i (1.12)

で与えられることが分かる。{|ni⟩i}，{|mi⟩⟩i}は規格直交性

i⟨ni|n′i⟩i = δnin′
i
, i⟨⟨mi|m′

i⟩⟩i = δmim′
i

(1.13)

を満たす。また {|ni⟩i}，{|mi⟩⟩i}は完全性
∞∑

ni=0

|ni⟩ii⟨ni| = 1
(a)
i ,

∞∑
mi=0

|mi⟩⟩ii⟨⟨mi| = 1
(b)
i (1.14)

も満たしているものとする。ここで，1
(a)
i （1

(b)
i ）は ai，a†i（bi，b†i）が作用するベクトル空間における

恒等演算子である。
今，個数状態

|{ni}, {mi}⟩
def
=

N⊗
i=1

|ni⟩i ⊗
N⊗
j=1

|mj⟩⟩j (1.15)

を導入すると，全ての iに対して

a†iai|{ni}, {mi}⟩ = ni|{ni}, {mi}⟩ , b†ibi|{ni}, {mi}⟩ = mi|{ni}, {mi}⟩ (1.16)

となる。(1.13)，(1.14)より，基底 {|{ni}, {mi}⟩
}は規格直交完全系をなしていることが分かる。すな

わち，

⟨{ni}, {mi}|{n′i}, {m′
i}⟩ =

N∏
i=1

i⟨ni|n′i⟩i · i⟨⟨mi|m′
i⟩⟩i

=

N∏
i=1

δni,n′
i
δmi,m′

i
, (1.17)

( N∏
i=1

∞∑
ni,mi=0

)
|{ni}, {mi}⟩⟨{ni}, {mi}| = 1 (1.18)
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である。ただし，1 =
⊗N

i=1 1
(a)
i ⊗

⊗N
j=1 1

(b)
j である。この基底によって張られる，規格化可能なベクト

ルの全体を |0⟩上の Fock空間と言い，H(a, b)と書く。また，以下では⊗iを単に
∏

iで表わす。
ここで，新たな演算子

ai(θ) = U(θ)aiU
†(θ) , bi(θ) = U(θ)biU

†(θ) (1.19)

を，ユニタリー演算子
U(θ) = exp

(∑
i

θi(b
†
ia

†
i − aibi)

)
(1.20)

により導入する。ただし，θiは実 c数とする。(1.19)は
ai(θ) = ai cosh θi − b†i sinh θi, (1.21)

bi(θ) = bi cosh θi − a†i sinh θi (1.22)

となる（§A.3参照）。交換関係 (1.6)と性質
U [A,B]U † = [UAU †, UBU †] (1.23)

より，{ai(θ), a†i (θ), bi(θ), b†i (θ)}Ni=1も正準交換関係[
ai(θ), a

†
j(θ)

]
= δij ,

[
bi(θ), b

†
j(θ)

]
= δij , (1.24)

(1.25)

を満たす。これ以外の交換関係は 0である。
(1.19)より得られる

ai = U †(θ)ai(θ)U(θ) , bi = U †(θ)bi(θ)U(θ) (1.26)

を (1.7)に代入すると，
U †(θ)ai(θ)U(θ)|0⟩ = 0 , U †(θ)bi(θ)U(θ)|0⟩ = 0 (1.27)

となる。ここで，状態
|0(θ)⟩ def= U(θ)|0⟩ (1.28)

を導入すると，(1.27)は，
ai(θ)|0(θ)⟩ = 0 , bi(θ)|0(θ)⟩ = 0 (1.29)

となる。
(1.29)より，|0(θ)⟩が新しい真空であるように見えるが，以下で示すようにそれは正しくない。(1.20)

を (1.28)に代入すると，

|0(θ)⟩ = exp
( N∑
i=1

a†ib
†
i tanh θi

)
exp
(
−

N∑
i=1

[aia
†
i + b†ibi] ln cosh θi

)
|0⟩

= exp
(
−

N∑
i=1

ln cosh θi

)
exp
( N∑
i=1

tanh a†ib
†
iθi

)
|0⟩

= exp
(
−

N∑
i=1

ln cosh θi

) N∏
i=1

∞∑
ni=0

(tanh θi)
ni |ni⟩i|ni⟩⟩i

= exp
(
−

N∑
i=1

ln cosh θi

)( N∏
i=1

∞∑
ni=0

)( N∏
j=1

(tanh θj)
nj

)
|{ni}, {ni}⟩ (1.30)
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が得られる。ただし，第 1等号では (A.136)を利用して U(θ)を ai，a†i および bi，b†i の正規積に近い形
に書き直し，(1.7)を用いた。第 2等号では，正準交換関係 (1.6)を，第 3等号では (1.12)を，第 4等号
ではH(a, b)の基底 (1.15)を用いた。(1.30)の最後の式より，|0(θ)⟩がH(a, b)の基底で展開されること
が分かる。従って，|0(θ)⟩は真空ではなく，真空 |0⟩上の Fock空間H(a, b)に属する 1つの状態ベクトル
である。
今，ベクトル空間H(a, b)を別の基底

|{ni}, {mi} : θ⟩
def
=
[ N∏
i=1

1√
ni!mi!

(a†i (θ))
ni(b†i (θ))

mi

]
|0(θ)⟩ ni,mi = 0, 1, 2, · · · (1.31)

で表示することを考える。この基底は，(1.30)，(1.21)，(1.22)を用いると，H(a, b)の基底 (1.15)で表
わせることが分かる。よって，(1.31)で張られる，規格化可能な任意のベクトルはH(a, b)に属する。逆
に，H(a, b)の任意の元は基底 (1.31)で展開できることが分かる2)。量子力学には，真空（および Fock

空間）は 1種類しかないのである（同値定理）。

1.2.2 場の量子論と非同値真空

連続変数kでラベルされた，非可算無限自由度を持つ生成演算子 a†(k)，b†(k)と消滅演算子 a(k)，b(k)
を考える。これらは正準交換関係

[a(k), a†(k′)] = δ3(k − k′) , [b(k), b†(k′)] = δ3(k − k′) (1.32)

を満たす。この他の交換関係は 0である。また，真空 |0⟩を

a(k)|0⟩ = 0 , b(k)|0⟩ = 0 (1.33)

によって導入する。|0⟩の上の Fock空間をH[a, b]とする。H[a, b]は，|0⟩に a†(k)，b†(k)をくり返し作
用させて得られる基底ベクトルによって張られる，規格化可能なベクトルの集合である（§2.1.1参照）。
ここで，新たな演算子

aθ(k) = U [θ]a(k)U †[θ] , bθ(k) = U [θ]b(k)U †[θ] (1.34)

をユニタリー演算子

U [θ] = exp
(∫

d3k θ(k)
[
b†(k)a†(k)− a(k)b(k)

])
(1.35)

により導入する。ただし，θ(k)は任意の滑らかな実 c数関数である。前節と同様の計算により

aθ(k) = a(k) cosh θ(k)− b†(k) sinh θ(k), (1.36)

bθ(k) = b(k) cosh θ(k)− a†(k) sinh θ(k) (1.37)

を得る（§A.3参照）。この変換は Bogoliubov変換と呼ばれる。
(1.34)より得られる

a(k) = U †[θ]aθ(k)U [θ] , b(k) = U †[θ]bθ(k)U [θ] (1.38)

を (1.33)に代入すると，

U †[θ]aθ(k)U [θ]|0⟩ = 0 , U †[θ]bθ(k)U [θ]|0⟩ = 0 (1.39)

2)これは，量子力学では，物理量の期待値は表示（基底）によらないことに対応する。
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となる。ここで，状態

|0[θ]⟩ def= U [θ]|0⟩ (1.40)

を定義すると，この式は，

aθ(k)|0[θ]⟩ = 0 , bθ(k)|0[θ]⟩ = 0 (1.41)

となる。
(1.35)を (1.40)に代入して，

|0[θ]⟩ = exp
(∫

d3k tanh θ(k)a†(k)b†(k)
)

× exp
(
−
∫
d3k ln cosh θ(k)[a(k)a†(k) + b†(k)b(k)]

)
|0⟩

= exp
(
−δ3(k′ = 0)

∫
d3k ln cosh θ(k)

)
exp
(∫

d3k tanh θ(k)a†(k)b†(k)
)
|0⟩ (1.42)

を得る。ただし，第 1等号で (A.137)を用いU [θ]を a(k)，a†(k)および b(k)，b†(k)の正規積に近い形に
書き直し，(1.33)を用いた。第 2等号では，正準交換関係 (1.32)を用いた。(1.42)の最後の式は，|0[θ]⟩
をH[a, b]の元で展開した表式であるが，

−δ3(k′ = 0)

∫
d3k ln cosh θ(k) = −∞ (1.43)

より，その展開係数は 0である。これは |0[θ]⟩がH[a, b]には属していないことを意味する。したがって，
|0[θ]⟩は |0⟩とは異なる新たな真空である（|0⟩とはユニタリー非同値な真空である）。これは，真空が 1

個しかない量子力学の場合との本質的な違いである。滑らかな関数 θ(k)は非可算無限個存在するので，
非可算無限種類の真空が存在する。
(1.42)の表式は係数が 0となり，数学的には意味がない。数学的な解析は，数学的に意味のある Bo-

goliubov変換 (1.36)，(1.37)や (1.41)を基礎に置くべきである（§A.7，§A.8参照）。また，(1.42)より，
真空 |0[θ]⟩の中に有限個の a-粒子を見つける確率は 0である。これは次のことと関係している。
電子の制動輻射の最低次の摂動計算を行うと，遷移断面積が低エネルギー光子（ソフト・フォノン）

の寄与により発散する。加速された電子によって生成されたソフト・フォトンを考える。電子と電磁場
との相互作用によって光子が生成される過程は，連続して起こる電子の状態変化によって生じる，非常
に短い時間の間の single productionのくり返しである。生成される光子のエネルギーが小さいときは，
光子は電子の状態をほとんど変えることなく，それぞれのソフト・フォトンが生成されるという事象は
独立と考えられる。電子が加速されている時間を T とし，それをN 等分する。∆t

def
= T/N は非常に短

く，∆tの間に生成される光子は高々1個であるとする。このとき，それぞれの∆tの間にソフト・フォ
トンが生成されるか，されないかはベルヌーイ過程である。∆tの間にソフト・フォトンが生成される確
率を pとすると，T = N∆tの間にソフト・フォトンが n個生成される確率BN,p(n)は

BN,p(n) =
N !

(N − n)!n!
pn(1− p)N−n (1.44)

である。今の場合はN →∞，p→ 0，Np→ aの極限と考えられる。このとき，BN,p(n)は

Pa(n) = lim
N→∞,Np→a

BN,p(n)

=
an

n!
e−a (1.45)
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となる。これはPoisson分布である。aは生成されるソフト・フォトンの個数の期待値である。赤外発散
は，aが∞になるために起こる。このとき，

lim
a→∞

Pa(n) = 0 (1.46)

であり，いかなる有限個のソフト・フォトンを見つける確率も 0である。有限個の光子を見つける確率
が 0という事実は，観測される電子の状態ベクトルは，裸の電子と光子のHibert空間では意味のある展
開ができないこと意味している。
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2 場の理論の体系
2.1 漸近場表現とダイナミカルマップ
2.1.1 Heisenberg場の方程式と準粒子場の自由方程式

ある量子場 ψ(x)が運動方程式

Λ(∂)ψ(x) = j[ψ](x) (2.1)

を満たしているとする。ハイゼンベルグ場 ψ(x)は，準粒子場（無限遠で観測にかかる場）φ(x)で表わ
すことで，はじめて自然界を記述することが可能になる（§2.1.3参照）。ここでは，φ(x)が準粒子方程式

Λ(∂)φ(x) = Λ(∂t,∇)φ(x) = 0 (2.2)

を満たしているものとして話を進める。

φ(x) =

∫
d3k

∫
dω φ̃(k, ω)eik·x−ωt (2.3)

と書くと，(2.2)は，

Λ(−iω, ik)φ̃(k, ω) = 0 (2.4)

となる。この式が φ̃(k, ω) ̸= 0の解を持つ条件より

Λ(−iω, ik) = 0 (2.5)

を得る。この式の ω ≥ 0の解として，準粒子のエネルギー・スペクトル ω(k)が決まる。
以下では，簡単のため，ψ(x)を実スカラー場とし，φ(x)は実クライン・ゴルドン場として話を進め

る。この場合は，

Λ(∂) = ηµν∂µ∂ν − κ2 , ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (2.6)

であり，

Λ(−iω, ik) = −(−iω)2 + (ik)2 − κ2

= ω2 − k2 − κ2 (2.7)

となる。これを (2.5)に代入して，

ω = ±ω(k) , ω(k) =
√

k2 + κ2 (2.8)

を得る。
(2.2)の解である準粒子場は，

φ(x) = φ(+)(x) + φ(−)(x), (2.9)

φ(+)(x)
def
=

1

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏ

2ω(k)
a(k)ei(k·x−ω(k)t), (2.10)

φ(−)(x)
def
=

1

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏ

2ω(k)
a†(k)e−i(k·x−ω(k)t) (2.11)

= φ(+)(x)† (2.12)
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で与えられる。ただし，a(k)，a†(k)は正準交換関係

[a(k), a†(k′)] = δ3(k − k′) (2.13)

を満たす（§A.2参照）。これ以外の交換関係は 0である。a(k)は消滅演算子，a†(k)は生成演算子と呼
ばれる。真空 |0⟩は

a(k)|0⟩ = 0 (2.14)

を満たす。
a†(k)|0⟩という状態は eik·x/(2π)3/2という波動関数を持った粒子が 1つ存在する状態であり，そのノ

ルムは発散する：

||a†(k)|0⟩||2 = ⟨0|a(k)a†(k)|0⟩
= ⟨0|[a(k), a†(k)]|0⟩
= δ3(k = 0) =∞. (2.15)

これは交換関係 (2.13)が δ関数を含んでいるために起こる。この交換関係は，2乗可積分関数によって
ならさないと意味を持たない。つまり，a(k)上の Fock空間H[a]に作用するのは，a(k)ではなく，

af =

∫
d3k f(k)a(k) (2.16)

である。ただし，f(k)は 2乗可積分な c数関数∫
d3k |f(k)|2 <∞ (2.17)

である。
{fi(k)}∞i=1を，ある 2乗可積分の規格直交完全系とする：

⟨fi, fj⟩ = δij , ⟨A,B⟩ def=
∫
d3k A∗(k)B(k). (2.18)

このとき，任意の 2乗可積分関数 f(k)は {fi(k)}∞i=1によって

f(k) =
∑
i

cifi(k) , ci = ⟨fi, f⟩ (2.19)

と展開される。場の量子論で扱う自由度は，可算無限個なのである。(2.16)は，

af =

∫
d3k

∑
i

cifi(k)a(k)

=
∑
i

ciai (2.20)

と書ける。ただし，

ai
def
=

∫
d3k fi(k)a(k) (2.21)

は，波動関数

ψi(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k fi(k)e

ik·x (2.22)
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の粒子を生成する演算子である。ai，a†i は，交換関係

[ai, a
†
j ] =

∫
d3kd3k′ [a(k), a†(k′)]fi(k)f

∗
j (k

′)

=

∫
d3kd3k′ δ3(k − k′)fi(k)f

∗
j (k

′)

=

∫
d3k fi(k)f

∗
j (k)

= ⟨fj , fi⟩
= δji = δij (2.23)

を満たす。
{ai}∞i=1の個数状態

|n1, n2, · · ·⟩
def
=
[ ∞∏
i=1

1√
ni!

(a†i )
ni

]
|0⟩ (2.24)

を考える。ただし，|0⟩は (2.14)で定義された真空で，(2.21)より |0⟩は

ai|0⟩ = 0 (2.25)

を満たす。ここで，個数状態の集合 {|n1, n2, · · ·⟩}のフェルミオン部分集合

{|n1, n2, · · ·⟩ | ni = 0, 1} (2.26)

を考える。この元は，

|n1, n2, · · ·⟩ ←→ 0.n1n2 · · · (2進数) (2.27)

のように 2進数 0.n1n2 · · · と 1対 1に対応する。よって，フェルミオン部分集合の濃度は，0から 1の
間の実数全体の濃度に等しい。よって，フェルミオン部分集合は連続集合である（非可算無限個の状態
を含む）。個数状態の全体 {|n1, n2, · · ·⟩}は，その部分集合が連続集合なので，連続集合である。

2.1.2 波束の導入と Fock空間の連続集合

量子論では基底ベクトル {|i⟩}の重ね合わせの状態

|⟩ =
∑
i

ci|i⟩ (2.28)

は，状態 |i⟩が確率 |ci|2で観測される状態と解釈される。この確率解釈が可能なためには，あらゆる物
理的状態空間は可算個の基底ベクトルで張られなくてはならない (分離可能性)。これは，個数状態の全
体が，物理的状態空間の基底としては大きすぎることを意味している。そこで，0集合と呼ばれる

{|n1, n2, · · ·⟩ |
∑
i

ni <∞} (2.29)

を考える。これは可算集合であり，真空 |0⟩を含んでいる。現実には有限個の粒子状態に興味があるの
で，0集合上に構成された状態空間を考えればよい。この状態空間は Fock空間と呼ばれる。
0集合の選び方の自由度は，非可算無限個存在する。なぜなら，消滅演算子と真空の選び方が無数に

存在するからである。真空の選択に非可算無限の自由度があるのは，個数状態の全体は連続集合なのに
対して，Fock空間の基底ベクトルは可算個であることに由来する。連続集合から可算部分集合を抽出す
る自由度は，非可算無限個ある。
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2.1.3 準粒子とダイナミカルマップ

多数の異なる相の出現は，ハイゼンベルグ場の運動を，異なる Fock空間で記述することに対応する。
例えば，あるハミルトニアンで記述される同じ金属が，常伝導相と超伝導相を持つとする。金属の中で
の電子の運動は上向き,下向きスピンを待つ電子の消滅演算子によって記述されるが，常伝導相でのそれ
a↑(k)，a↓(k)と超伝導相でのそれ α↑(k)，α↓(k)とは異なる。常伝導状態は，a↑(k)，a↓(k)で定義され
る真空 |0⟩の上に作られた Fock空間で記述される。一方，超伝導状態は，α↑(k)，α↓(k)で定義される真
空 |0⟩⟩の上に作られる Fock空間で記述される。超伝導相の真空 |0⟩⟩は，常伝導相の真空 |0⟩に Cooper

対が凝縮したものとして解釈される（(1.40)の a(k)，b(k)を，フェルミオンの a↑(k)，a↓(k)に置き換
えた式から，この解釈が得られる）。
各 Fock空間は，それぞれの真空への粒子凝縮の形によって区別され，異なる 0集合を抽出している。

Fock空間が a(k)に対する 0 集合上に作られているとき，a†(k)により生成される粒子を準粒子と言う。
ハイゼンベルグ場の漸近場（無限遠で観測にかかる場。§2.2.2参照）は準粒子として選ぶことができる。
しかし，漸近場が存在しない場合にも準粒子の概念は有用である。
いかなる演算子も，ある準粒子の真空の上の Fock空間への作用として定義される。そこで，ハイゼン

ベルグ場 ψ(x)は，準粒子場 φ(x)または，準粒子の生成・消滅演算子 a(k), a†(k)によって，

ψ(x) = ψ[x|φ] (2.30)

= ψ[x|a(k), a†(k)] (2.31)

のように表わされる。ここで，ψ[x|•]は ψ(x)を準粒子場 •で展開した表式を表わし，•が異なれば関数
形も異なる。このように，ハイゼンベルグ場を準粒子場で表わしたものをダイナミカルマップと言う。
さてここで，真空 |0⟩は対称相にあるとする。ここで，対称相にあるとは，

⟨0|ψ(x)|0⟩ = 0 (2.32)

を満たすことである。このとき，ψ(x)は φの奇数べきで，

ψ(x) = ψ[x|φ] (2.33)

=

∫
d4x1 c1(x;x1)φ(x1)

+

∫
d4x1d

4x2d
4x3 c3(x;x1, x2, x3)φ(x1)φ(x2)φ(x3) + · · · (2.34)

≡ F [x : φ] (2.35)

とダイナミカルマップされる。F [x : φ]は ψ(x)を φで展開したときの関数形を表わす。
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簡単のため，

ψ(x) = φ(x) + λφ3(x) (2.36)

= φ(+) + φ(−) + λ
[
φ(+) + φ(−)

]3
= φ(+) + φ(−) + λ

[
φ(+)3 + φ(+)φ(−)φ(+) + φ(−)φ(+)2 + φ(−)2φ(+)

+φ(+)2φ(−) + φ(+)φ(−)2 + φ(−)φ(+)φ(−) + φ(−)3
]

= φ(+) + φ(−) + λ
[
φ(+)3 +

(
[φ(+), φ(−)] + φ(−)φ(+)

)
φ(+) + φ(−)φ(+)2 + φ(−)2φ(+)

+
(
[φ(+)2, φ(−)] + φ(−)φ(+)2

)
+
(
[φ(+), φ(−)2] + φ(−)2φ(+)

)
+φ(−)

(
[φ(+), φ(−)] + φ(−)φ(+)

)
+ φ(−)3

]
= φ(+) + φ(−) + λ

[
φ(+)3 + 3φ(−)φ(+)2 + 3φ(−)2φ(+)φ(−)3

]
+ λ

[
[φ(+), φ(−)]φ(+)

+2[φ(+), φ(−)]φ(+) + 2φ(−)[φ(+), φ(−)] + φ(−)[φ(+), φ(−)]
]

= :ψ[x|φ]: +3λ[φ(+), φ(−)]φ (2.37)

を例に考える。ここで，:ψ[x|•]:は，ψ(x)の準粒子 •についてのN積を表わす。さらに，F [x : φ(−), φ(+)]

を，:ψ[x|φ]:を φ(−), φ(+)で表わしたときの関数形を表わすものとして導入する。上の例では，

F [x : φ(−), φ(+)] = φ(−) + φ(+) + λ
[
φ(+)3 + 3φ(−)φ(+)2 + 3φ(−)2φ(+) + φ(−)3

]
(2.38)

である。(2.37)の真空期待値をとって，

⟨0|ψ(x)|0⟩ = 3λ[φ(+), φ(−)]⟨0|φ|0⟩
= 0 (2.39)

を得る。一般に，ある項に含まれる φ(+)と φ(−)の数が異なるとき，その真空期待値は 0となる。
(2.37)において，[φ(+), φ(−)

]は，
ℏD(x− x′) def

= [φ(+)(x), φ(−)(x′)]

=
ℏ

(2π)3

∫
d3kd3k′

1

2
√
ω(k)ω(k′)

[
a(k)ei(k·x−ω(k)t), a†(k′)e−i(k′·x′−ω(k′)t′)

]
=

ℏ
(2π)3

∫
d3kd3k′

ei(k·x−k′·x′−ω(k)t+ω(k′)t′)

2
√
ω(k)ω(k′)

δ3(k − k′)

=
ℏ

(2π)3

∫
d3k

eik·(x−x′)−iω(k)(t−t′)

2ω(k)
(2.40)

の x′ → xの極限である。ω(k) = √k2 + κ2を代入すると，x2 = 0付近で，

D(x) =
1

4π2
1

x2
+

κ2

8π2
ln(

κ
√
|x2|
2

) +
κ2(2γ − 1)

16π2
+ iε(t)θ(−x2) κ

2

16π

+O(x2 ln(κ
√
|x2|) (2.41)

となる（§D.1参照）。ただし，

θ(z) =

{
1 for z > 0

0 for z < 0
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であり，γ = 0.57721 · · · はオイラー定数である。
同一時空点での演算子の積は，本来定義されないため，時空点を微小量 εµだけずらすと，(2.37)は，

ψ(x) = :ψ[x|φ]: +3λℏD(ε)φ

=
[
1 + 3λℏD(ε)

]
:φ(x): +λ :φ3(x): (2.42)

となる3)。D(ε)のような，生成・消滅演算子の並べ替えによって現れる c数を縮約と言う。縮約は量子
効果の高次補正（ループ補正）に対応する。高次補正を無視する近似を tree近似と言う。以下では，高
次補正は本質的でないので無視する。このとき，一般に

ψ(x)
tree
= :ψ[x|φ]:≡ F [x : φ(−), φ(+)] (2.43)

となる。ここで，tree
= は tree近似を表わす。

2.2 大域的演算子と準粒子描像
2.2.1 時間に依存しない大域的演算子

g(x)を座標 xi（i = 1, 2, 3）に依存するが，陽には依存しない演算子とする（このような演算子を局
所演算子と言う）。ここで，陽に依存するとは，g(x) = xih(x)のように座標 xiを陽に含むことを意味
する。局所演算子 g(x)を用いて

G =

∫
d3x g(x) (2.44)

の形で表わされる演算子Gを（時間に依存しない）大域的演算子と言う。特に，Gが何らかの変換の生
成子であるとき，

G = G† , g(x) = g†(x) (2.45)

である。
ρ(x)は一般にハイゼンベルグ場の多項式であるから，ハイゼンベルグ場にダイナミカルマップ (2.31)

を代入すると，Gは生成・消滅演算子のべき級数で表わされる。まず，4次の項

Q ≡
∫
d3k

∫
d3l

∫
d3p c(k, l,p)a†i (k)a

†
j(l)ak(p)al(k+ l− p) (2.46)

を考えよう。ただし，n種類の準粒子 {ai}ni=1が存在するとした。i, j, k, l = 1, 2, · · · , nは準粒子を区別
する記号である。消滅演算子 ai(k)と生成演算子 a†i (k)は，正準交換関係

[ai(k), aj(k
′)] = δijδ

3(k − k′) (2.47)

3)今，
ψ =

∑
n=1,3,5,···

anφ
n

=
∑

m=1,3,5,···

bm :φm :

と書くと，一般に an と bn とは異なる。bn :φn :には amφ
m（m > n）の項の効果が繰り込まれている。つまり，正規積で表

わすことは繰り込みと関係している。
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を満たし，これ以外の交換関係は 0であるとする。また，(2.46)では運動量が (2.44)の空間積分で保存
されることを考慮した。Qの行列要素 ⟨a|Q|b⟩（|a⟩, |b⟩は準粒子の波束）を考えると，この積分の範囲
は，エネルギー保存則

ωi(k) + ωj(l) = ωk(p) + ωl(k + l− p) (2.48)

の制限により 1自由度分制限される。よって，系のサイズを Lとするとき，

⟨a|Q|b⟩ = O
( 1
L

)
(2.49)

となる。これは L→∞の極限で消滅する。よって，

Q
w
= 0 (2.50)

である。ただし，弱い等号 w
=は，展開に用いた準粒子の Fock空間の元 |a⟩，|b⟩の間の行列要素が等し

いことを意味する：

A
w
= B ⇔ ⟨a|A|b⟩ = ⟨a|B|b⟩. (2.51)

同様に，高次のN積もエネルギー保存則の制限のために（弱い等号として）0となる。
次に 2次の項を考える。考えられるN積は，

ai(k)aj(l) , a†i (k)a
†
j(l) , a†i (k)aj(l) (2.52)

であるが，エネルギー保存を満たすことができるのは，

a†i (k)aj(l) (2.53)

のうちの一部である。ところで，運動量保存則を課すと，

a†i (k)aj(k) (2.54)

だけが生き残る。これは，i = jならエネルギー保存も満足する（先のQの例では，エネルギー保存則
は運動量保存則とは別に要請する必要があった）。i ̸= jでは ωi(k) = ωj(k)の項のみが生き残る。
今，

ωχ(k = 0) = 0 (2.55)

なる粒子が存在したとしよう。このような粒子を，エネルギーに跳びのない粒子と言う。このときは，

χ(k)δ3(k) , χ†(k)δ3(k) (2.56)

という項が生き残る。ただし，生成演算子 χ†(k)と消滅演算子 χ(k)とは，正準交換関係

[χ(k), χ†(k′)] = δ3(k − k′) (2.57)

を満たす。これ以外の交換関係は 0である。
以上をまとめると，時間に依存しない大域的演算子Gのダイナミカルマップは，

G
w
=

∫
d3k

[ ∑
ωi(k)=ωj(k)

cij(k)a
†
i (k)aj(k) + {b

∗χ(k) + bχ†(k)}δ3(k)
]

(2.58)
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となる。ただし，cij(k)，bは c数であり，エルミート性 (2.45)より，

c∗ij(k) = cji(k) (2.59)

である。和は，i = jの対角項と，ωi(k) = ωj(k)（i ̸= j）なる項について取る。(2.58)の右辺には c数
定数 C が加わる余地が，以下ではこれは Gに繰り込まれていて（Gが G − C で再定義されていて），
(2.58)の右辺に定数項はないものとする。
真空 |0⟩は

ai(k)|0⟩ = 0 , χ(k)|0⟩ = 0 (2.60)

を満たす。もしも，エネルギーに跳びがない粒子が存在しないならば，χ†(k)の項はないのだから，G|0⟩ = 0

である。逆に，G|0⟩ = 0なら χ†(k)の項はないことになる。なぜなら，

||χ†(k)|0⟩||2 = ⟨0|χ(k)χ†(k)|0⟩
= ⟨0|[χ(k), χ†(k)]|0⟩
= δ3(k = 0) ̸= 0 (2.61)

であり，χ†(k)|0⟩ ̸= 0だからである。ただし，第 2項で正準交換関係 (2.57)を用いた。よって，

G|0⟩ = 0 ⇔ エネルギーに跳びのない粒子が存在しない (2.62)

である。

2.2.2 安定真空と準粒子描像

時間に陽に依存しないハミルトニアンは，時間に依存しない大域的演算子である。すなわち，ハミル
トニアンH(x)密度を用いて

H =

∫
d3xH(x) (2.63)

と書ける。真空 |0⟩は一般に，時間推進不変性

H|0⟩ = 0 (2.64)

を満たす。よって，(2.62)，(2.58)より

H
w
=
∑
i

∫
d3k ωi(k)a

†
i (k)ai(k) (2.65)

である。ただし，エルミート行列 (2.59)を対角化した。この表式は，ωi(k)が繰り込まれていれば，粒
子の反跳がエネルギーには寄与しないことを表わしている。
粒子の反跳とは，入射自由粒子（初期状態）と射出自由粒子（終状態）との間の遷移である。入射自

由粒子と射出自由粒子（あわせて漸近粒子と言う）は，無限遠で観測にかかる粒子である。漸近粒子は
Fock空間を構成する自由粒子，すなわち準粒子である。
漸近場 φ(x)が実クライン・ゴルドン場の場合，§2.1.1で示したように，

φ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏ

2ω(k)
a(k)ei(k·x−ω(k)t) + h.c. (2.66)
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である。今，準粒子エネルギーが ω(k)で与えられた粒子の波束

f(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k f̃(k)e−i(k·x−ω(k)t) (2.67)

を導入すると，§A.5に示すように∫
d3x [f(x)∂tφ(x)− ∂tf(x)φ(x)] = −i

∫
d3k

√
2ω(k)f̃(k)a(k) (2.68)

となる。ハイゼンベルグ場 ψ(x)は，

ψ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏ

2ω(k)
Z1/2a(k)ei(k·x−ω(k)t) + h.c. +

∞∑
n=2

ψn(x) (2.69)

と表わされるはずである。ここで，0 ≤ Z < 1は繰り込み因子であり，ψn(x)は準粒子の n次のN 積で
ある。よって，

Fab(t)
def
= ⟨a|

∫
d3x [f(x)∂tψ(x)− ∂tf(x)ψ(x)]|b⟩ (2.70)

とすると，

lim
t→±∞

Fab(t) = −iZ1/2⟨a|
∫
d3k

√
2ω(k)f̃(k)a(k)|b⟩ (2.71)

となる（ただし，|a⟩, |b⟩は準粒子 a(k)により張られる Fock空間のベクトルである）。なぜなら，リーマ
ン・ルベーグの定理より，振動数 ω(k)の部分だけが取り出されるからである。この極限は特定の Fock

空間の行列要素におけるものなので，弱い極限である。
t→ −∞の極限は入射自由粒子場を与え，t→∞の極限は射出自由粒子場を与える。射出自由粒子状

態は，入射自由粒子場の Fock空間に属しているべきなので，準粒子場としては入射場，射出場のいずれ
かを選ぶことができる。
入射粒子の選び方は多数あり得る。例えば，超伝導相にある系は，それに相当する入射電子が選択さ

れ，常伝導相にある系では別の入射粒子が選択されるべきである。これが可能なのは，(2.71)の時間極限
が弱い関係のもとでの極限だったからである。t→ ±∞の極限を取る前に，入射粒子がFock空間とどの
ように関係しているかを知らなくてはならない。つまり，Fock空間を構成するときに用いる a(k)を準備
する際，上の極限操作で同一の a(k)が得られるようにする必要がある。これは，self-consistentな手続き
である。この手続きにより，非可算無限個の非同値Fock空間のうち，特定のFock空間が self-consistent

に選び出されるのである。
繰り込みは，この self-consistent な手続きの一部である。例えば，準粒子のエネルギー ω(k)は self-

consistent に準備されなくてはならない。self-consistent な 繰り込みにより，準粒子のエネルギーを決
定する方程式は，相によって異なる。また，Fock空間を self-consistent に選び出すのに繰り込みが必要
なので，紫外発散のない物性物理学でも繰り込みが行われる。

2.3 ボソン変換と非同値真空
2.3.1 ボソン変換

今，

Λ(∂)f(x) = 0 (2.72)
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を満たす c数関数 f(x)を考える。f(x)はフーリエ変換可能でなくても良い。φf (x)を

φf (x)
def
= φ(x)− f(x) (2.73)

によって導入する。(2.2)，(2.72)より，φf は準粒子方程式

Λ(∂)φf (x) = 0 (2.74)

を満たす。φ(x)が実クライン・ゴルドン場の場合，φf (x)は (2.9)-(2.12)と同様に，

φf (x) = φ
(+)
f (x) + φ

(−)
f (x), (2.75)

φ
(+)
f (x)

def
= φ(+) − f (+)(x) (2.76)

=
1

(2π)3/2

∫
d3k

√
1

2ω(k)
af (k)e

i(k·x−ω(k)t), (2.77)

φ
(−)
f (x)

def
= φ(−) − f (−)(x) (2.78)

=
1

(2π)3/2

∫
d3k

√
1

2ω(k)
a†f (k)e

−i(k·x−ω(k)t)　 (2.79)

= φ
(+)
f (x)† (2.80)

と書ける。ただし，

f(x) = f (+)(x) + f (−)(x) , f (+)(x) = f (−)(x)∗ (2.81)

である。(2.77)，(2.79)を逆に解くと，

af (k) = a(k)−
√
2ω(k)

(2π)3/2

∫
d3x f (+)(x, 0)e−ik·x, (2.82)

a†f (k) = a†(k)−
√
2ω(k)

(2π)3/2

∫
d3x f (−)(x, 0)eik·x (2.83)

である。よって，af (k)と a†f (k)との交換関係は，

[af (k), a
†
f (k

′)] = [a(k), a†(k)]

= δ3(k − k′) (2.84)

である。ただし，第 2等号で正準交換関係 (2.13)を用いた。これ以外の交換関係は 0である。
変換 (2.82)，(2.83)のユニタリー演算子を U [f ]とする：

af (k) = U [f ]a(k)U †[f ] , a†f (k) = U [f ]a†(k)U †[f ]. (2.85)

これより得られる

a(k) = U †[f ]af (k)U [f ] (2.86)

を真空 |0⟩の定義 (2.14)に代入して

af (k)U [f ]|0⟩ = 0 (2.87)
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を得る。|0(f)⟩を

|0(f)⟩ def= U [f ]|0⟩　 (2.88)

で導入すると，(2.87)は

af (k)|0(f)⟩ = 0 (2.89)

となる。|0(f)⟩上の Fock空間をH[af ]とする。
今，f (+)(x)が

f (+)(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

1√
2ω(k)

f(k)ei(k·x−ω(k)t) (2.90)

と書ける場合を考える。このとき，(2.82)は

af (k) = a(k)− f(k) (2.91)

なり，U [f ]は

U [f ] = exp
(∫

d3k
[
f(k)a†(k)− f∗(k)a(k))

])
(2.92)

となる。公式 (A.169)を用いて (2.88)を計算すると，

|0(f)⟩ = exp
(
−1

2

∫
d3k |f(k)|2

)
exp
(∫

d3k f(k)a†(k)
)
exp
(
−
∫
d3k f∗(k)a(k)

)
|0⟩

= exp
(
−1

2

∫
d3k |f(k)|2

)
exp
(∫

d3k f(k)a†(k)
)
|0⟩ (2.93)

となる（§A.6参照）。最後の表式は，|0(f)⟩をH[a]の元で展開したものである。これより，∫
d3k |f(k)|2 <∞ (2.94)

ならば，|0(f)⟩はH[a]の元であり，|0⟩と異なる新たな真空ではないことが分かる。このとき，H[af ]と
H[a]とは同値である。しかし， ∫

d3k |f(k)|2 =∞ (2.95)

ならば，(2.93)は |0(f)⟩がH[a]のベクトルではないことを意味する。このとき，|0(f)⟩は |0⟩と異なる
新たな真空であり，H[af ]はH[a]と非同値である。また，|0(f)⟩の中に有限個の a-粒子を見つける確率
は 0である。これは，§1.2.2の場合と同じである（§A.7参照）。
H[af ]がH[a]と非同値であるとき，H[af ]はH[a]とは別の相を記述する。そのため，(2.73)の場の変

換 φ(x)→ φf (x)は相転移に対応する。なお，f(x)をボソン変換関数，変換 φ(x)→ φf (x)をボソン変
換と言う。

2.3.2 異常演算子と自発的対称性の破れ

ハイゼンベルグ場 ψ(x)に対するラグランジアンが，連続変換

ψ(x)→ ψθ(x) = eiθNψ(x)e−iθN (2.96)
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に対して不変であるとする。N は，この変換の生成子である。このとき，一般にハミルトニアンもこの
変換に対して不変である。すなわち，

eiθNHe−iθN = H (2.97)

である。これより，

[N,H] = 0 (2.98)

を得る。従って，N は時間によらない。ところで，N は一般に

N =

∫
d3x ρ(x) (2.99)

の形で書ける。よって，ρ(x)が場とその導関数で与えられる局所演算子のとき，N は時間によらない大
域的演算子

N
w
=

∫
d3k

[
c(k)a†(k)a(k) + {b∗χ(k) + bχ†(k)}δ3(k)

]
(2.100)

となる（§2.2.1参照）。ただし，a-粒子は 1種類であるとした。a(k)，χ(k)は正準交換関係 (2.47)，(2.57)

を満たす。
(2.96)に対応して，真空 |0⟩は，

|0⟩ → |0(θ)⟩ def= eiθN |0⟩ (2.101)

と変換される。

N |0⟩ = 0 (2.102)

の場合は

|0(θ)⟩ = |0⟩ (2.103)

である。これは，|0⟩上の Fock空間では，N 対称性（不変性）が保たれていることを意味する。(2.62)

よりこの場合，エネルギーに跳びのない粒子（χ-粒子）は存在しない。
今，ある種の粒子の有限密度の凝縮が，N 不変でない真空 |0⟩を形成したとする：

N |0⟩ ̸= 0. (2.104)

このとき，

|0(θ)⟩ ̸= |0⟩ (2.105)

である。これは，|0⟩上の Fock空間では，N 対称性が自発的に破れていることを意味する。(2.62)より，
(2.104)のとき，エネルギーに跳びのない粒子が存在しなくてはならない。これより，南部-Goldstone

定理

自発的に対称性が破れた状態には，
エネルギーに跳びのないある種の粒子が付随する
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が得られる。この定理は，物性物理学の多くの実例（結晶中のフォノン，強磁性体中のマグノンなど）によ
り示されている。自発的対称性に破れに伴う，エネルギーに跳びのない粒子をNG粒子（南部-Goldstone

粒子）と言う4)。
ハイゼンベルグ場

ψ(x)
w
= ψ[x : χ, ∂χ, φ, · · · ] (2.106)

に変換 (2.96)を行う。ここで，∂χは χの導関数 ∂µχを表わし，φは (2.100)の a(k)に対する準粒子場
を表わす。(2.96)により，χ(x)は，

χθ(x) ≡ eiθNχ(x)e−iθN

= eiθGχ(x)e−iθG (2.107)

に変換される。ただし，NG粒子 χ(k)と準粒子 a(k)は可換であることを用いた。Gは (2.100)の第 2項

G
def
=

∫
d3k

(
b∗χ(k) + bχ†(k)

)
δ3(k) (2.108)

である。χθ(k)を

χθ(k)
def
= eiθGχ(k)e−iθG (2.109)

で導入すると，これは，
d

dθ
χθ(k) = eiθGiGχ(k)e−iθG − eiθGχ(k)iGe−iθG

= eiθG[iG, χ(k)]e−iθG

= −eiθG
∫
d3k′ i[b∗χ(k′) + bχ†(k′)δ3(k′), χ(k)]e−iθG

= −ieiθG
∫
d3k′ bδ3(k′)δ3(k − k′)e−iθG

= −ieiθGbδ3(k)e−iθG

= −ibδ3(k) (2.110)

を満たす。ただし，第 4等号で，正準交換関係 (2.57)を用いた。これを初期条件

χθ=0(k) = χ(k) (2.111)

の下で解くと，

χθ(k) = χ(k)− iθbδ3(k) (2.112)

を得る。これより，

χθ(x) = χ(x)− cθ (2.113)

となる（cについては §B.1参照）。これはボソン変換 (2.73)の一種である。
(2.113)より，次の定理が得られる。すなわち，N 変換で不変な演算子のダイナミカルマップは，χ(x)

をその導関数の形でしか含まない。IN をN 不変な演算子とする。すなわち，

[IN , N ] = 0 (2.114)

4)NG粒子は観測にかかるとは限らない。
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である。上の定理より，IN のダイナミカルマップは

IN = IN [∂χ, φ, ∂φ, · · · ] (2.115)

となる。これより，N 不変な演算子の行列要素へのソフトNG粒子（運動量の小さいNG粒子）からの
寄与は小さいことが分かる5)。これは低エネルギー定理と呼ばれている。IN として，特に S行列があげ
られる。よって，ソフトNG粒子はいかなる相互作用にも寄与しない。
今，真空 |0⟩が時空並進不変

eiHt|0⟩ = |0⟩ , eiP ·x|0⟩ = |0⟩ (2.116)

であると仮定する。局所演算子 g(x)は，

g(x) = ei(Ht−P ·x)g(0)e−i(Ht−P ·x) (2.117)

書けるので，(2.99)のN に対して，N |0⟩のノルムは，

||N |0⟩||2 =

∫
d3xd3y ⟨0|ρ(x, t)ρ(y, t)|0⟩

=

∫
d3xd3y ⟨0|ei(Ht−P ·x)ρ(0)e−i(Ht−P ·x)ei(Ht−P ·y)ρ(0)e−i(Ht−P ·y)|0⟩

=

∫
d3xd3y ⟨0|ρ(0)eiP ·(x−y)ρ(0)|0⟩

≡
∫
d3xd3y n(x− y)

=

∫
d3x′ n(x′)

∫
d3y (2.118)

となる。ただし，

n(x)
def
= ⟨0|ρ(0)eiP ·xρ(0)|0⟩ (2.119)

である。(2.118)より，もし自発的に対称性が破れていて (2.104)ならば，N |0⟩は規格化できない6)。こ
れは，N |0⟩は |0⟩上の Fock空間には属さないことを意味している。よって，(2.101)の |0(θ)⟩が（互い
に異なる）真空の連続集合 {|0(θ)⟩}を形成する。また，(2.98)より {|0(θ)⟩}のエネルギーは縮退してい
る。(2.113)は縮退した真空 {|0(θ)⟩}の間の移動に対応する7)。
相転移を記述するため，場の秩序パラメーター

ϕ(x)
def
= ⟨0(θ)|ψ(x)|0(θ)⟩ (2.120)

を導入する。θ = 0のときは，|0(θ = 0)⟩ = |0⟩であり，|0⟩は (2.32)すなわち

⟨0|ψ(x)|0⟩ = 0

を満たすとしたので

ϕ(x) = 0 for θ = 0 (2.121)

5)行列要素の計算の積分を考えると，NG粒子からの（被積分関数への）寄与は，その運動量 kに比例する。
6)このような演算子を異常演算子と言う。
7)上の議論の唯一の微妙な点は，N が異常演算子なので，ぼかし技巧のような数学的で形式的な処理が必要になる点である。

§??の ward-高橋の関係式を用いる方法では，この微妙さはない。
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となる。ψ(x)はNG場 χ(x)と準粒子場 φによって

ψ(x) = F [x : χ, φ] (2.122)

とダイナミカルマップされる。ただし，F [x : χ, φ]は ψを χ(x)，φ(x)で表わしたときの関数形を表わ
す。もし χθ(x)でダイナミカルマップするときは，(2.113)より，

ψ(x) = F [x : χθ + cθ, φ] (2.123)

となる。(2.101)，(2.109)より

χθ(k)|0(θ)⟩ = eθNχ(k)|0⟩ = 0 (2.124)

であるから，場の秩序パラメーター (2.120)は

ϕ(x)
tree
= F [x : cθ, 0] (2.125)

となる。ただし，(2.60)を用いた8)。今の場合は，場の秩序パラメーターは位置と時間 (x, t)によらない
定数である。

2.3.3 巨視的物体の存在下におけるダイナミカルマップ

ボソン変換 (2.73)が表わす相転移を記述するために，場の秩序パラメーター

ϕ(x)
def
= ⟨0(f)|ψ(x)|0(f)⟩ (2.126)
tree
= ⟨0(f)|F [x : φ

(−)
f + f (−), φ

(+)
f + f (+)]|0(f)⟩ (2.127)

を導入する。ただし，F [x : φ
(−)
f + f (−), φ

(+)
f + f (+)]は F [x : φ(−), φ(+)] 9)に φ(±) = φ

(±)
f + f (±)を代

入したものである。f(x)の時空依存性のために，ϕは (x, t)の関数となる。なお，f(x) = 0のときは，
|0(f = 0)⟩ = |0⟩であり，|0⟩は (2.32)を満たすとしたので

ϕ(x) = 0 for f(x) = 0 (2.128)

となる。
また，一般に

ψ(x)
tree
= F [x : φ

(−)
f + f (−), φ

(+)
f + f (+)]

tree
= ϕ(x)+ :ψ[x|φf ]: (2.129)

8)(2.96)により a(k)は

eiθNa(k)e−iθN = a(k)e−ic(k)θ

と変換される。また，(2.101)より，
eiθNa(k)e−iθN |0(θ)⟩ = eiθNa(k)|0⟩ = 0　

である。この 2式より，
a(k)|0(θ)⟩ = 0

を得る。
9)これは (2.37)のすぐ下で導入した記号で，(2.43)を満たす。
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が成り立つ。ただし，c数のN積は 0とする。例えば，(2.36)のときは，

ψ(x)
tree
= φf + f + λ

[
(φ

(+)
f + f (+))3 + 3(φ

(−)
f + f (−))(φ

(+)
f + f (+))2

+3(φ
(−)
f + f (−))2(φ

(+)
f + f (+)) + (φ

(−)
f + f (−))3

]
= φf + f + λ

[
φ
(+)3
f + 3f (+)φ

(+)2
f + 3f (+)2φ

(+)
f + f (+)3

+3(φ
(−)
f + f (−))(φ

(+)2
f + 2f (+)φ

(+)
f + f (+)2)

+3(φ
(−)2
f + 2f (−)φ

(−)
f + f (−)2)(φ

(+)
f + f (+))

+φ
(−)3
f + 3f (−)φ

(−)2
f + 3f (−)2φ

(+)
f + f (−)3

]
= f + λ

[
f (+)3 + 3f (−)f (+)2 + 3f (−)2f (+) + f (−)3

]
+ :ψ[x|φf ]:

= f + λf3+ :ψ[x|φf ]: (2.130)

となる。よって，

ϕ
tree
= f + λf3 (2.131)

である。一般には，(2.35)の F [x : φ]を用いて，

ϕ(x)
tree
= F [x : f ] (2.132)

となる。
ψ(x)のダイナミカルマップを

ψ(x) =

∞∑
n=−1

ψn(x) (2.133)

と書く。ψn(x)は準粒子の (n+ 1)次のN積である。N積の真空期待値は 0なので，

ψ−1(x) = ⟨0(f)|ψ(x)|0(f)⟩ = ϕ(x) (2.134)

である。(2.133)を見やすくするために，ψnに λnをかけ，

ψ(x) =

∞∑
n=−1

λnψn(x) (2.135)

と書く。計算の最後で λ→ 1とする。(2.1)で，ψを λψに換えると，

Λ(∂)λψ(x) = j[λψ](x),

Λ(∂)ψ(x) =
j[λψ](x)

λ
(2.136)

となる。この左辺に (2.133)を代入して，
∞∑

n=−1

λnΛ(∂)ψn(x) =
j[λψ](x)

λ
(2.137)

を得る。今，

λψ =

∞∑
n=−1

λn+1ψn

= ϕ+ λ∆ψ , ∆ψ ≡ ψ0 + λψ1 + · · · (2.138)
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とかき，(2.137)の右辺を ϕのまわりで展開することを考える。そのために，公式

j[ψ + δψ] = j[ψ] + j1[ψ]δψ +
1

2
j2[ψ](δψ)

2 + · · ·　 (2.139)

を用いる。ただし，略記法

j1[ψ]Φ ≡
∫
d4y lim

ε→0

j[ψ(•) + εΦ(•)δ4(• − y)](x)− j[ψ](x)
ε

(2.140)

を用いた（Φ(x)は任意の演算子または c数である）。(2.139)より，
1

λ
j[λψ] =

1

λ
j[ϕ] +

1

λ
j1[ϕ]λ∆ψ +

1

2λ
j2[ϕ]

(
λ∆ψ

)2
+ · · ·

=
1

λ
j[ϕ] + j1[ϕ]ψ0 + λ

(
j1[ϕ]ψ1 +

1

2
j2[ϕ]ψ

2
0

)
+O(λ2)　 (2.141)

を得る。(2.141)を (2.137)に代入し，λの冪で式を分類すると，

Λ(∂)ϕ = j[ϕ] , (2.142)(
Λ(∂)− j1[ϕ]

)
ψ0 = 0 , (2.143)(

Λ(∂)− j1[ϕ]
)
ψ1 =

1

2
j2[ϕ]ψ

2
0 (2.144)

となる。
(2.142)は，tree近似での場の秩序パラメーターの式である。(2.143)には，巨視的物体の存在を反映

したポテンシャル（巨視的ポテンシャル）−j1[ϕ]が存在するが，これは線形斉次方程式である。よって，

ψ0 =準粒子場 (2.145)

と解釈すべきである。(2.144)や ψn(n ≥ 2)の方程式より，ψ1, ψ2, · · · は ϕと ψ0によって表わされるこ
とが分かる。

2.3.4 ゼロ・エネルギー・モードと量子力学的演算子

以下では，準静的な物体を考える。ここで，準静的とは，場の秩序パラメーター ϕが時間によらない
ような慣性系（物体の静止系）が存在することである。すなわち，物体の静止系 (x′, t′)が存在し，

ϕ = ϕ(x′) (2.146)

である。物体の静止系から boost変換により一般の慣性系に移れるので，場の秩序パラメーターは，

e−iθ·KXi(x, t)e
iθ·K = Xi(x

′, t′) (2.147)

を満たす座標Xi（一般化座標）によって，

ϕ = ϕ(X) (2.148)

と表わされる。ただし，K は boost演算子であり，(x′, t′)に対する座標系は，(x, t)に対する座標系か
ら見て，θの方向に速さ tanh |θ|で移動している。一般化座標は，物体の静止系で，

Xi(x
′, t′) = x′i + const. in the static system of coordinates (2.149)
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であるとする。場の秩序パラメーターは，(2.132)よりボソン変換関数 f の汎関数であるから，f も
f = f(X) (2.150)

と書ける。この小節の以下では，物体の静止系で議論を進める。
このとき，方程式 (2.142)，(2.143)は，

Λ(0,∇)ϕ(x)− j[ϕ](x) = 0, (2.151)

Λ(∂t,∇)ψ0(x, t)− {j1[ϕ]ψ0}(x, t) = 0 (2.152)

となる（{j1[ϕ]Φ}(x, t)は (2.140)を表わす）。ただし，j[ϕ](x)が，

j[ϕ](x) =
∞∑
n=0

anψ
n(x) ≡ j

(
ϕ(x)

)
(2.153)

または，

j[ϕ](x) = const. +

∞∑
n=1

∫
d3x1 · · · d3xn cn(x− x1, · · · ,x− xn)ϕ(x1, t) · · ·ϕ(xn, t) (2.154)

のいずれかの形であると仮定した。前者は主に相対論的場合であり，後者は非相対論的場合である。(2.153)
のときは，(2.140)は

j1[ϕ]Φ = j1
(
ϕ(x)

)
Φ(x) , j1

(
ϕ(x)

)
≡ ∂j(ϕ)

∂ϕ
(2.155)

となる。
今，

ψ0(x) = uω(x)e
−iωt (2.156)

とおくと，(2.152)は−j1[ϕ]がポテンシャルとして作用する固有値方程式となる。すなわち，
Λ(−iω,∇)uω(x)− {j1[ϕ]uω}(x) = 0　 (2.157)

である。(2.152)に∇を作用させると，
∇Λ(0,∇)ϕ−∇j[ϕ] = 0,

Λ(0,∇)∇ϕ− j1[ϕ]∇ϕ = 0 (2.158)

となる。これより，∂iϕは (2.157)の ω = 0の解である。ただし，第 2式に移る際，
∇j[ϕ] = j1[ϕ]∇ϕ (2.159)

を用いた。これは，(2.153)のときは (2.155)より明らかだが，(2.154)のときは，次のように示される。
まず，

∂

∂xi
j[ϕ](x) =

∞∑
n=1

∫
d3x1 · · · d3xn

∂

∂xi
cn(x− x1, · · · ,x− xn)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)

=
∞∑
n=1

∫
d3x1 · · · d3xn

(
−

n∑
m=1

∂

∂xim

)
cn(x− x1, · · · ,x− xn)ϕ(x1) · · ·ϕ(xn)

=
∞∑
n=1

n∑
m=1

∫
d3x1 · · · d3xn cn(x− x1, · · · ,x− xn)

×ϕ(x1) · · ·
∂

∂xim
ϕ(xm) · · ·ϕ(xn) (2.160)
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である。ただし，第 3項で境界項は消えるとした。ところで，(2.140)は

j1[ϕ]Φ =

∫
d4y

δj[ϕ](x)

δϕ(y)
Φ(y) (2.161)

と書ける。公式
δϕ(x)

δϕ(y)
= δ4(x− y) (2.162)

より，(2.154)のとき，
δj[ϕ](x)

δϕ(y)

=
∞∑
n=1

n∑
m=1

∫
d3x1 · · · d3xn cn(x− x1, · · · ,x− xn)δ

3(xm − y)δ(t− ty)
n∏

i( ̸=m)=1

ϕ(xi, t)

=
∞∑
n=1

n∑
m=1

∫ ( n∏
i( ̸=m)=1

d3xi

)
cn(x− x1, · · · ,x− xn)|xm=yδ(t− ty)

n∏
i( ̸=m)=1

ϕ(xi, t) (2.163)

となる。よって，物体の静止系では，

j1[ϕ]Φ =
∞∑
n=1

n∑
m=1

∫
d4y
( n∏
i( ̸=m)=1

d3xi

)
cn(x− x1, · · · ,x− xn)|xm=y

×δ(t− ty)Φ(y)
n∏

i( ̸=m)=1

ϕ(xi)

=

∞∑
n=1

n∑
m=1

∫
d3x1 · · · d3xn cn(x− x1, · · · ,x− xn)

×ϕ(x1) · · ·Φ(xm, t) · · ·ϕ(xn) (2.164)

となる。これと，(2.160)を比べて，(2.159)を得る。
今，{ui(x)}i=1,2,3を，

ui(x)
def
= ∂jϕ(x)(V

−1/2)ji , Vij
def
= (∂iϕ, ∂jϕ), (2.165)

(A,B) ≡
∫
d3xA∗(x)B(x) (2.166)

と定義する10)。これは規格直交化されている：

(ui, uj) =
(
∂kϕ(V

−1/2)ki, ∂lϕ(V
−1/2)lj

)
= (V −1/2)∗ki

(
∂kϕ, ∂lϕ

)
(V −1/2)lj

= (V −1/2)∗kiVkl(V
−1/2)lj

= (V −1/2)∗ki(V
1/2)kj

= (V −1/2)ik(V
1/2)kj

= δij . (2.167)

10)この小節の以下の部分では，アインシュタインの規約を用いる。ただし，(2.169)，(2.172)は例外である。i, j, k は 1, 2, 3
の値を走る。
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ui(x)も (2.157)の ω = 0の解であるが，これは c数である。ψ0は演算子であるから，

[χi, χ
†
j ] = δij , [χi, χj ] = 0 , [χ†

i , χ
†
j ] = 0 (2.168)

を満たすゼロ・エネルギー・モードの生成・消滅演算子（i = 1, 2, 3 ）を用いて，

ψ0(x) =
γ√
2
(χie

−iωt + χ†
ie

iωt)ui(x) , ω = 0 (2.169)

と記せるはずである。γは定数である。代わりに正準演算子

βi =
γ√
2
(χi + χ†

i ) , πi = −i
1√
2γ

(χi − χ†
i ) (2.170)

を導入する。これは，

[βi, πj ] = iδij (2.171)

を満たす。(2.169)は，

ψ0(x) = βiui(x) (2.172)

となる。
ゼロ・エネルギー・モード以外の (2.152)の解を φ(x)すると，準粒子場 ψ0(x)は，

ψ0(x) =
3∑

i=1

βiui(x) + φ(x) (2.173)

となる。φ(x)は，

φ(x) =

∫
d3k

1√
2ω(k)

α(k)uk(x)e
−iω(k)t + h.c. , ω(k) > 0 (2.174)

と書ける。ただし，uk(x)は (2.157)の解であり，

(uk, ul) = δ3(k− l) , (ui, uk) = 0 (2.175)

を満たす。{ui(x)}3i=1，{uk(x)}は完全系を張る。すなわち，
3∑

i=1

u∗i (x)ui(y) +

∫
d3k u∗k(x)uk(y) = δ3(x− y) (2.176)

である。βiが生成する波動関数 ui(x)と，α(k)が生成する波動関数 uk(x)とは直交し，これらはボソン
であるから，

[βi, α(k)] = 0 , [πi, α(k)] = 0 (2.177)

である。すなわち，ゼロ・エネルギー・モードと粒子モードとは独立である。このゼロ・エネルギー・
モードは，巨視的物体の存在によって，空間並進対称性が自発的に破れたことに付随するNGモードで
ある。巨視的物体の位置が任意なので，その移動にはエネルギーを費やさない。このNGモードは，離
散的なゼロ・エネルギー・モードである。
今，

qi
def
= −(V −1/2)ijβj , pi

def
= −πj(V 1/2)ji (2.178)

29



を定義すると，

βiui = βi∂jϕ(V
−1/2)ji = −qi∂iϕ (2.179)

となる。よって，(2.173)は，

ψ0(x) = −q ·∇ϕ(x) + φ(x) (2.180)

となり，(2.133)は，

ψ(x) = ϕ(x)− q ·∇ϕ(x) + φ(x) + · · · (2.181)

= ϕ(x− q) + φ(x) + · · ·　 (2.182)

となる。「· · ·」は qi，piおよび φのN積で構成される高次の項である。xと qとが x− qの組み合わせ
で現れていることは特筆に値する。
(2.171)，(2.178)より，

[qi, qj ] = 0 , [pi, pj ] = 0, (2.183)

[qi, pj ] =
[
−(V −1/2)ikβk,−πl(V 1/2)lj

]
= (V −1/2)ik

[
βk, πl

]
(V 1/2)lj

= (V −1/2)ikiδkl(V
1/2)lj

= i(V −1/2)ik(V
1/2)kj

= iδij , (2.184)

[qi, α(k)] = 0 , [pi, α(k)] = 0 (2.185)

を得る。(2.185)より，qi，piが場の演算子としてよりは，むしろ量子力学的演算子として作用するので，
このゼロ・エネルギー・モードを粒子モードと別々に扱うことができる。これは低エネルギー定理に相
当する（§2.3.2参照）。Hibert空間Hは，準粒子の Fock空間H[α]と量子力学的Hibert空間H(q, p)の
直積である：

H = H[α]⊗H(q,p). (2.186)

ここで，H[α]は

α(k)|0(f)⟩ = 0 (2.187)

で定義される |0(f)⟩に α†(k)をくり返し作用させて得られる。|0(f)⟩は，ボソン変換関数 f(x)で特徴づ
けられる粒子凝縮をしている。なお，場の秩序パラメーター ϕ(x)は，

ϕ(x) = ⟨0(f)|ψ(x)|0(f)⟩|q=0,p=0 (2.188)

と表わせる。
この小節で量子力学的演算子 qi，piが現れた。これが現れたのは，準粒子方程式 (2.152)の離散的な

ゼロ・エネルギー・モードの解 ui(x) = ∂jϕ(x)(V
−1/2)jiが存在したためである。∂jϕ(x)が (2.152)の解

になる上で本質的だったのは，(2.152)の左辺第 2項の巨視的ポテンシャルの存在である。これが量子力
学的演算子の起源である。

30



2.3.5 c-q転化条件

c-q転化条件

量子力学において，位置は演算子であった。しかし，場の量子論では，位置は時間と同様，c数パラ
メーターである。c数 cは，任意の演算子 U と可換であり，

UcU−1 = c (2.189)

である。場の理論の発展当初，これは

量子論では，いかなる変化もヒルベルト空間における q数変換により誘起される (2.190)

という基本要請に反するように見えた。しかしこれは，矛盾ではない。実際，位置の変換 x → x + c

は，全運動量演算子 P により誘起される。例えば，実クライン・ゴルドン場 (2.9)-(2.12)では，変換変
換 x→ x+ cは

a(k, c)
def
= e−iP ·ca(k)eiP ·c = a(k)eik·c (2.191)

により誘起される。この式は，P が実クライン・ゴルドン場の場合，

P =

∫
d3k ka†(k)a(k) (2.192)

と書ける（付録C参照）ことから容易に確かめられる。(2.191)の左辺で c→ xcとしたものを xで微分
すると，

d

dx
a(k, xc) = e−ixP ·c[a(k), iP · c]eixP ·c (2.193)

となる。[a(k), iP · c]は

[a(k), iP · c] =
∫
d3k′ ik′ · c[a(k), a†(k′)a(k′)]

=

∫
d3k′ ik′ · cδ3(k − k′)a(k′)

= ik · ca(k) (2.194)

となる。ただし，正準交換関係 (2.13)を用いた。これを (2.193)に代入して
d

dx
a(k, xc) = ik · ca(k, xc) (2.195)

を得る。これ x = 0から x = 1まで積分し，初期条件

a(k,0) = a(k) (2.196)

を用いると (2.191)が得られる。
位置の変換は q数の変換により誘起された。このことから「いかなる c数の変換も，q数の変換， す

なわち，Hilbert空間での変換で作られるべきである」という要請が示唆される。これを c-q転化条件と
言う。これを課せば基本要請 (2.190)も満たされる。
(2.178)の qと pについて考える。qはその正準共役量 pによって，

e−iξ·pqie
iξ·p = qi − ξi (2.197)
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のように変換される。c-q転化規則によると，この q数変換

qi → qi − ξi (2.198)

が，c数変換

xi → xi + ξi (2.199)

を誘起するはずである。よって，場の演算子のダイナミカルマップには，xと qとがx−qの組み合わせ
で含まれなくてはならない。xは実数なので，qはエルミートである。(2.197)において，eiξ·pはユニタ
リーのはずであり，従って，ξ · pはエルミートであり，ξは実数なので，pはエルミートのはずである：

q†i = qi , p†i = pi . (2.200)

場の演算子 F (x)は，x− qの組み合わせでしか xに依存できない。すなわち，

F (x, t)
w
= F

[
(x− q, t : p;φ(x− q, t : p)

]
(2.201)

である。ここで，弱い等号 w
=は，Hの元 |a⟩，|b⟩の間の行列要素が等しいことを意味する：

A
w
= B ⇔ ⟨a|A|b⟩ = ⟨a|B|b⟩. (2.202)

また，一般化座標X も，x− qの組み合わせでしか xに依存できないため，

X = X(x− q, t : p;θ) (2.203)

と書ける。ここで，θは物体の位置と速度を表わすパラメーターである。
ところで，φ(x)の表式は (2.174)であった。空間並進 (2.199)によって，α†(k), α(k)は変換されるべ

きではない。よって，空間並進を生成する全運動量P のダイナミカルマップが準粒子を含んでいないこ
とが分かる：

P
w
= p. (2.204)

座標の回転や原点の移動では，物理的な変化は起こらないので，

[H,J ]
w
= 0 , (2.205)

[H,P ]
w
= 0 (2.206)

である。ただし，J は，全角運動量である。(2.206)より，H のダイナミカルマップは，qを含まないこ
とが分かる：

H
w
= H[p;α†(k), α(k)]. (2.207)

一般に，大域的演算子

N =

∫
d3x ρ(x, t) (2.208)

は，qを含まない。すなわち，

N
w
= N

[
t : p;α†(k), α(k)

]
(2.209)
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である。なぜなら，いかなる局所演算子 ρ(x, t)も，

ρ(x, t)
w
= ρ
[
x− q, t : p;α†(k), α(k)

]
(2.210)

のように qを x− qの形でのみ含むため，空間積分により qが消えるからである。
boost生成子K は，(C.51)のように，

Ki =

∫
d3x (T 0

ix0 − T 0
0xi) (2.211)

で与えられる（付録C参照）。この積分は座標 xiを陽に含むので，Kは大域的演算子ではなく，qを陽
に含み得る11)。すなわち，

K
w
= K

[
q,p;α(k), α†(k)

]
(2.212)

である。

11)角運動量も大域的演算子ではない。角運動量のダイナミカルマップは，§D.2で議論する。
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3 巨視的物体としての量子ソリトン
3.1 sine-Gordonモデル
(1+1)次元での sine-Gordonモデル(

− ∂2

∂t2
+

∂2

∂x2

)
ψ(x, t) =

µ2

λ
sin[λψ(x, t)] (3.1)

を考える。準粒子 φの方程式は，(
− ∂2

∂t2
+

∂2

∂x2
− µ2

)
φ(x, t) = 0 (3.2)

と設定する。このとき，(3.1)を (2.1)の形で書くと，

Λ(∂)ψ(x) = j
(
ψ(x)

)
, (3.3)

Λ(∂) = − ∂2

∂t2
+

∂2

∂x2
− µ2, (3.4)

j
(
ψ(x)

)
= −µ2ψ(x) + µ2

λ
sin[λψ(x, t)] (3.5)

となる。j(ψ(x))は，
j
(
ψ(x)

)
= −µ2ψ(x, t) + µ2

λ

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!
[λψ(x, t)]2k+1

=
µ2

λ

∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!
[λψ(x, t)]2k+1 (3.6)

とも書ける。これを (3.3)に代入すると，

Λ(∂)λψ(x) = µ2
∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!
[λψ(x, t)]2k+1 (3.7)

となる。この方程式に，ψは λψの形で含まれる。よって，しばらくの間 λψを単に ψと書く。このと
き，(3.7)は，

Λ(∂)ψ(x) = µ2
∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!
[ψ(x, t)]2k+1 (3.8)

となる。以下では，tree近似の範囲で，場の秩序パラメーター ϕ
(
X(x, t)

)を求める。
(3.2)の解は，(2.9)-(2.12)となる。(2.14)で定義された真空 |0⟩が対称相にあるとする。このとき，ψ

は，

ψ(x, t) = F [x : φ] (3.9)

=
∑

n=1,3,5,···
ψn(x, t) (3.10)

とダイナミカルマップされる。ただし，ψn（n = 1, 3, 5, · · ·）は φの n次の項である。(3.10)を (3.8)に
代入して， ∑

n=1,3,5,···
Λ(∂)ψn = µ2

∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

( ∑
n′=1,3,5,···

ψn′
)2k+1

(3.11)
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となる。n次の項を比べて，

Λ(∂)ψn = µ2
∞∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

[(∑
n′

ψn′
)2k+1

]
n

for n = 1, 3, 5, · · · (3.12)

を得る。ただし，[· · · ]nは · · · のうち n次の部分を表わす。明らかに[(∑
n′

ψn′
)2k+1

]
n
=

∑
i1+i2+···+i2k+1=n

ψi1ψi2 · · ·ψi2k+1
(3.13)

である。ただし，

i1, i2, · · · , i2k+1 = 1, 3, 5, · · · (3.14)

であり，以下では，∑i1+i2+···+i2k+1=n の和は，常に (3.14)の下でとるものとする。2k + 1 ≥ 3である
から， [(∑

n′

ψn′
)2k+1

]
1
= 0 for k = 1, 2, 3, · · · (3.15)

となる。また，ij ≥ 1より， [(∑
n′

ψn′
)2k+1

]
n
= 0 for k >

n− 1

2
(3.16)

である。よって，(3.12)は，

Λ(∂)ψ1 = 0 , (3.17)

Λ(∂)ψn = µ2
(n−1)/2∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

∑
i1+···+i2k+1=n

ψi1ψi2 · · ·ψi2k+1
for n = 3, 5, · · · (3.18)

となる。(3.17)より，

ψ1 = φ (3.19)

が分かる。
ボソン変換 φ→ φf：

φf = φ− f
(
X(x, t)

)
(3.20)

を行う。このとき，場の秩序パラメーター (2.126)は，(2.132)，(3.10)より，

ϕ
tree
=

∑
n=1,3,5,···

ϕn (3.21)

となる。ただし，

ϕn
def
= ⟨0(f)|ψn|0(f)⟩ for n = 1, 3, 5, · · · (3.22)

である。特に，

ϕ1 = ⟨0(f)|ψ1|0(f)⟩
= ⟨0(f)|φ|0(f)⟩
= ⟨0(f)|φf + f |0(f)⟩
= f (3.23)
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である。(3.3)の真空期待値より

Λ(∂)ϕ(x)
tree
= j

(
ϕ(x)

)
(3.24)

が得られ，(3.17)，(3.18)の真空期待値より，

Λ(∂)ϕ1 = 0, (3.25)

Λ(∂)ϕn
tree
= µ2

(n−1)/2∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

∑
i1+···+i2k+1=n

ϕi1ϕi2 · · ·ϕi2k+1
for n = 3, 5, · · · (3.26)

が得られる。(3.25)は，(3.23)より，

Λ(∂)f
(
X(x, t)

)
= 0 (3.27)

となる。以下では，tree
= を単に=と書く。

今，一般化時間 T を

− ∂2

∂t2
+

∂2

∂x2
= − ∂2

∂T 2
+

∂2

∂X2
, (3.28)

T (x, t)|q̇=0 = t (3.29)

を満たすものとして導入すると，

Λ(∂) = − ∂2

∂T 2
+

∂2

∂X2
− µ2 (3.30)

となり，(3.27)は， (
− ∂2

∂T 2
+

∂2

∂X2
− µ2

)
f(X) =

( ∂2

∂X2
− µ2

)
f(X) = 0 (3.31)

となる。この方程式の一般解は，

f(X) = aeµX + be−µX (3.32)

である。a, bは c数定数である。
(3.26)より，

Λ(∂)ϕ3 = µ2
−1
3!

∑
i1+i2+i3=3

ϕi1ϕi2ϕi3

=
−µ2

3!
ϕ31

(3.33)

である。これに，(3.23)，(3.32)を代入して，

Λ(∂)ϕ3 =
−µ2

3!
(a3e3µX + 3a2beµX + 3ab2e−µX + b3e−3µX), (3.34)

ϕ3 =
−µ2

3!
Λ−1(∂)(a3e3µX + 3a2beµX + 3ab2e−µX + b3e−3µX) (3.35)

を得る。ところで，

Λ(∂)eαµX = µ2(α2 − 1)eαµX (3.36)
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であるから，Λ−1(∂)は，

Λ−1(∂)eαµX ≡ 1

µ2(α2 − 1)
eαµX for α ̸= ±1 (3.37)

として定義することができる。しかし，(3.35)には，ab = 0でない限り e±µXの項が含まれていて，Λ−1(∂)

を定義することができない。よって，以下では，

a = 1 , b = 0 , (3.38)

f(X) = ϕ1 = eµX (3.39)

として話を進める。このとき，

ϕ3 =
−µ2

3!
Λ−1(∂)e3µX

=
−µ2

3!

1

µ2(32 − 1)
e3µX

= −1

3

1

42
e3µX (3.40)

となる。ϕ5は，

Λ(∂)ϕ5 = µ2
(−1
3!

∑
i1+i2+i3=5

ϕi1ϕi2ϕi3 +
(−1)2

5!

∑
i1+···+i5=5

ϕi1 · · ·ϕi5
)

= µ2
(−1
3!

3ϕ21ϕ3 +
(−1)2

5!
ϕ51

)
= µ2

(−3
3!

(eµX)2
(
−1

3

1

42
e3µX

)
+

(−1)2

5!
(eµX)5

)
= µ2

3

25 · 5
e5µX (3.41)

を満たす。よって，

ϕ5 = µ2
3

25 · 5
Λ−1(∂)e5µX

= µ2
3

25 · 5
1

µ2(52 − 1)
e5µX

=
1

5

1

44
e5µX (3.42)

となる。
一般に，

ϕn = Ane
nµX for n = 1, 3, 5, · · · (3.43)

となる。特に，

A1 = 1 , A3 = −
1

3

1

42
, A5 =

1

5

1

44
(3.44)

であった。(3.37)，(3.26)より，

(n2 − 1)An =

(n−1)/2∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

∑
i1+···+i2k+1=n

Ai1Ai2 · · ·Ai2k+1
for n = 3, 5, · · · (3.45)

を得る。
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3.2 キンク解
今，

αn−2(z)
def
= A1z +A3z

3 + · · ·+An−2z
n−2, (3.46)

Fn(z)
def
= sinαn−2(z) (3.47)

を導入する。zは形式変数（c数）である。[· · · ]nという記号を，· · · のうち znに比例する部分を表わす
ものとすると，Fnは，

[Fn(z)]n = (n2 − 1)Anz
n (3.48)

という性質をもつ。これは以下のようにして示される。まず，

[Fn(z)]n =
∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)!

[( ∑
m=1,3,··· ,n−2

Amz
m
)2k+1

]
n

(3.49)

である。k = 0に対して， [( ∑
m=1,3,··· ,n−2

Amz
m
)1]

n
= 0 (3.50)

となり，また， [( ∑
m=1,3,··· ,n−2

Amz
m
)2k+1

]
n
= 0 for k >

n− 1

2
(3.51)

となる。よって，(3.49)は，

[Fn(z)]n =

(n−1)/2∑
k=1

(−1)k

(2k + 1)!

∑
i1+···+i2k+1=n

Ai1Ai2 · · ·Ai2k+1
zn (3.52)

を満たす。これと (3.45)より，(3.48)が成り立つ。
αn−2(z)は，

αn−2(z) = α∞(z)− φn(z), (3.53)

α∞(z) = A1z +A3z
3 + · · ·+An−2z

n−2 +Bnz
n +Bn+2z

n+2 + · · · , (3.54)

φn(z)
def
= Bnz

n +Bn+2z
n+2 + · · · (3.55)

とも書ける。ここで，Bkの k依存性は任意だが，特に，

Bk
def
=

(−1)(k−1)/2

k

1

4k−1
(3.56)

と選ぶ。よって，

Fn(z) = sin(α∞ − φn)

= sinα∞ cosφn − cosα∞ sinφn

= sinα∞

(
1− φ2

n

2
+ · · ·

)
−
(
1− α2

∞
2

+ · · ·
)(
φn −

φ3
n

3!
· · ·
)

(3.57)
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であり，

[Fn(z)]n = [sinα∞(z)]n − [φn(z)]n

= [sinα∞(z)]n −Bnz
n (3.58)

となる。
(3.44)は，

Ak = Bk for k = 1, 3, 5 (3.59)

と書ける。よって，

Ak = Bk for k = 1, 3, · · · , n− 2 (3.60)

を仮定し，An = Bnを導く [3]。
(3.60)のとき，

α∞(z) =
∞∑
l=0

(−1)l

2l + l

1

42l
z2l+1

= 4
∞∑
l=0

(−1)l

2l + l

(z
4

)2l+1

= 4 tan−1 z

4
(3.61)

となる。ただし，

tan−1 z =
∞∑
l=0

(−1)l

2l + l
z2l+1 for |z| < 1 (3.62)

を用いた。今，

θ(z)
def
= tan−1 z

4
(3.63)

とおくと，

sinα∞(z) = sin(4θ)

= 2 sin 2θ cos 2θ

= 4 sin θ cos θ(cos2 θ − sin2 θ)

= 4
tan θ√

1 + tan2 θ

1√
1 + tan2 θ

( 1

1 + tan2 θ
− tan2 θ

1 + tan2 θ

)
= 4

z/4√
1 + (z/4)2

1√
1 + (z/4)2

( 1

1 + (z/4)2
− (z/4)2

1 + (z/4)2

)
= z

1− (z/4)2

[1 + (z/4)2]2

= z
[(
1 +

z2

42
)−1
]2
− z3

42

[(
1 +

z2

42
)−1
]2

= z
[ ∞∑
k=0

(
−z

2

42
)k]2 − z3

42

[ ∞∑
k=0

(
−z

2

42
)k]2

(3.64)
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となる。ただし，第 4等号で

cos θ =
1√

1 + tan2 θ
, sin θ =

tan θ√
1 + tan2 θ

for |θ| < π

2
(3.65)

を用い，第 5等号で

tan θ(z) = tan
(
tan−1 z

4

)
=
z

4
(3.66)

を用いた。今，n = 2l + 1とすると，

[sinα∞(z)]n = [sinα∞(z)]2l+1

= z
[( ∞∑

k=0

(
−z

2

42
)k)2]

2l
− z3

42

[( ∞∑
k=0

(
−z

2

42
)k)2]

2l−2

= z
l∑

m=0

(
− z2

42

)m(
− z2

42

)l−m
− z3

42

l−1∑
m=0

(
− z2

42

)m(
− z2

42

)l−1−m

= z(l + 1)(−1)l z
2l

42l
− z3

42
l(−1)l−1 z

2l−2

42l−2

= (2l + 1)
(−1)l

42l
z2l+1

= n
(−1)(n−1)/2

4n−1
zn

= n2Bn (3.67)

となる。これを (3.58)に代入して，

[Fn(z)]n = n2Bnz
n −Bnz

n (3.68)

を得る。この式の右辺が (3.48)の右辺と等しいとして，

(n2 − 1)An = (n2 − 1)Bn,

An = Bn (3.69)

が得られる。よって，数学的帰納法より，

Ak = Bk for k = 1, 3, · · · (3.70)

を得る。
(3.60)，(3.43)を (3.21)に代入して，

ϕ(X) =

∞∑
l=0

A2l+1e
(2l+1)µX

= 4

∞∑
l=0

(−1)l

2l + l

(eµX
4

)2l+1

= 4 tan−1 e
µX

4
(3.71)

= 4 tan−1 f(X)

4
(3.72)
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を得る。ただし，最後の等号で (3.39)を用いた。(3.71)は sine-Gordon方程式のキンク解として知られ
ているものである。
λを復活させると，(3.71)は

ϕ(X) =
4

λ
tan−1 e

µX

4
(3.73)

=
4

λ
tan−1 λf(X)

4
(3.74)

となる。(3.71)の等号は次のように考える。簡単のためX を c数と思うと，(3.62)より，

|eµX |
4

< 1,

µReX < ln 4 (3.75)

の範囲で (3.71)が成立する。ところで，ϕ(X)は微分方程式 (3.24)の解であるから，解析関数であるは
ずである。よって，(3.75)以外での領域の解は，(3.75)での解を解析接続したものであり，従って，任
意のX に対して (3.71)が成り立つ。つまり，(3.39)のとき，(3.21)の仮定は，(3.75)の範囲でしか妥当
でないのである。すなわち，(3.75)以外での範囲では，ϕ(X)は f(X)の関数ではあるが，f(X)の級数
展開では表わせない。
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4 まとめ
本論文では真空の属性について詳しく考察した。§1.2.2において場の量子論では，非可算無限個の真

空が存在することを見た。§1.2.1でみたように，量子力学では真空は 1個しかないので，場の量子論の
方がはるかに豊かな体系であることが分かる。§2.1ではダイナミカルマップの考え方を学んだ。すなわ
ち，いかなる演算子も Fock空間への作用によって定義されるため，準粒子によって表わされる。異な
る準粒子を用いることは，異なる相を記述することに対応する。§2.2.1では，時間に依存しない大域的
演算子が (2.58)で与えられることを見た。この表式はエネルギー保存則と運動量保存則から導かれた。
§2.3.2では，(2.58)の表式から南部-Goldstone定理を得た。この導出法は，相対論的な場合にも非相対
論的場合にも適用できる一般のものであった。南部-Goldstone定理の証明には，通常，付録Bのward-

高橋の関係式が用いられるが，§2.3.2での証明は極めて直感的である。
§2.3.2で見たように，変換 (2.96)に伴いNG場は (2.113)，すなわち

χθ(x) = χ(x)− cθ (4.1)

と変換される。これは真空の並進対称性が保たれているときのボソン変換である。この変換により，場
の秩序パラメーターは (2.125)となり，これは位置と時間 (x, t)によらない定数である。真空の並進対称
性を破るボソン変換は (2.73)，すなわち，位置と時間 (x, t)に依存する f(x)により

φf (x) = φ(x)− f(x) (4.2)

で与えられる。このとき，場の秩序パラメーターは (2.132)となり，位置と時間 (x, t)に依存する。ハイ
ゼンベルグ場 ψ(x)の方程式を準粒子で展開し，準粒子の次元で式を分類すると，最低次とその次の次
数の方程式として (2.142)，(2.143)，すなわち，

Λ(∂)ϕ = j[ϕ] , (4.3)(
Λ(∂)− j1[ϕ]

)
ψ0 = 0 (4.4)

が得られる。(4.4)は，巨視的物体が存在するときの準粒子場の従う方程式である。この左辺第 2項の巨
視的ポテンシャル−j1[ϕ]の存在が本質的である（これはボソン変換前は 0である）。巨視的物体の静止
系では，∂iϕ(x)が (4.4)のゼロ・エネルギー・モードの解となる。このことから，量子力学的演算子の
存在が導かれる。量子力学的演算子は，巨視的物体が存在することにより，真空の並進対称性が自発的
に破れたことに付随する南部-Goldostone粒子である。量子力学的演算子は巨視的物体の位置や運動量
を表わす。場の量子論から自然に，真空の属性として，このような演算子が現れるというのは，新鮮な
驚きであった。
第 3章では sine-Gordonモデルを考え，f(x) = eµX のとき，場の秩序パラメーターが

ϕ(X)
tree
=

4

λ
tan−1 e

µX

4
(4.5)

となることを見た。
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A 生成・消滅演算子に対する公式集
A.1 個数状態
正準交換関係

[a, a†] = 1 , [a, a] = 0 , [a†, a†] = 0 (A.1)

を満たしている生成演算子 a†と消滅演算子 aを考える。今，

N
def
= a†a (A.2)

を定義すると，これはエルミート演算子である。N の固有状態 |n⟩（aの個数状態）を

N |n⟩ = n|n⟩ (A.3)

によって定義する。この式の †をとって，nをmに換えて，

⟨m|N = m∗⟨m| (A.4)

を得る。(A.3)に ⟨m|を作用させたものから，(A.4)に |n⟩を作用させたものを引いて，

(n−m∗)⟨m|n⟩ = 0 (A.5)

を得る。この式のm = nの場合から，

n∗ = n (A.6)

が得られ，m ̸= nの場合から

⟨m|n⟩ = 0 for m ̸= n (A.7)

が得られる。
(A.3)に ⟨n|を作用させると，

⟨n|N |n⟩ = n⟨n|n⟩ (A.8)

となる。左辺は，

⟨n|N |n⟩ = ⟨n|a†a|n⟩
= ||a|n⟩||2 ≥ 0 (A.9)

であり，右辺は，

n⟨n|n⟩ = n|||n⟩||2 (A.10)

であるから，

n ≥ 0 for |||n⟩|| ̸= 0 (A.11)

を得る。
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また，交換関係 (1.6)より，
[N, a] = [a†, a]a = −a, (A.12)

[N, a†] = a†[a, a†] = a† (A.13)

である。これを用いて，
Na|n⟩ = (aN − a)|n⟩ = (n− 1)a|n⟩, (A.14)

Na†|n⟩ = (a†N + a†)|n⟩ = (n+ 1)a†|n⟩ (A.15)

を得る。これより，a|n⟩，a†|n⟩はN の固有値 (n − 1)，(n + 1)に属する固有状態であると分かる。と
ころで，n ≥ 0であるから，これが (A.14)と両立するためには，ある最小値 n0(≥ 0)が存在して

a|n0⟩ = 0 (A.16)

でなくてはならない。この式に a†を作用させて
a†a|n0⟩ = N |n0⟩ = 0 (A.17)

を得る。これと (A.3)より
n0 = 0 (A.18)

と分かる。以上より，
n = 0, 1, 2, · · · (A.19)

を得る。なぜなら，もしこれ以外の nが存在すると，(A.14)より，a⌈n⌉|n⟩（⌈n⌉は n以上の最小の整数）
はN の固有値が負の固有状態となってしまうからである。
今，|n⟩を

⟨n|m⟩ = δnm (A.20)

と規格化する。ところで，(A.15)より，
a†|n⟩ = cn|n+ 1⟩ (A.21)

である。両辺のノルムをとると，
⟨n|aa†|n⟩ = |cn|2 (A.22)

となる。左辺は，
⟨n|aa†|n⟩ = ⟨n|(N + 1)|n⟩ = n+ 1 (A.23)

となるので，
cn =

√
n+ 1 (A.24)

を得る。ただし，位相は cnが正の実数になるように選んだ。これを (A.21)に代入して，
a†|n⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩, (A.25)

|n⟩ = 1√
n
a†|n− 1⟩ (A.26)

が分かる。この第 2式をくり返し用いて，

|n⟩ = 1√
n!
(a†)n|0⟩ (A.27)

を得る。
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A.2 生成・消滅演算子の導入
実クライン・ゴルドン場の場合，(2.4)の一般解は，

φ̃(k, ω) = q1(k)e
−iω(k)tδ

(
ω − ω(k)

)
+ q2(k)e

iω(k)tδ
(
ω + ω(k)

)
(A.28)

となる。これを (2.3)に代入して

φ(x) =

∫
d3k φ̃k(t)e

ik·x, (A.29)

φ̃k(t) ≡ q1(k)e
−iω(k)t + q2(k)e

iω(k)t (A.30)

を得る。(A.29)を φ̃k(t)について解くと，

φ̃k(t) =
1

(2π)3

∫
d3xφ(x)e−ik·x (A.31)

である。φ†(x) = φ(x)より，

φ̃†
k(t) = φ̃−k(t) (A.32)

となり，(A.30)を代入して，

q†1(k)e
iω(k)t + q†2(k)e

−iω(k)t = q1(−k)e−iω(k)t + q2(−k)eiω(k)t,
q2(−k) = q†1(k) (A.33)

を得る。よって，(A.29)は，

φ(x) =

∫
d3k

[
q1(k)e

i(k·x−ω(k)t) + q†1(k)e
−i(k·x−ω(k)t)

]
≡ φ(+)(x) + φ(−)(x), (A.34)

φ(+)(x)
def
=

∫
d3k q1(k)e

i(k·x−ω(k)t), (A.35)

φ(−)(x)
def
=

∫
d3k q†1(k)e

−i(k·x−ω(k)t) (A.36)

= φ(+)(x)† (A.37)

となる。
実クライン・ゴルドン場 φ(x)のラグランジアン密度は，

L = −1

2
ηµν∂µφ∂νφ−

κ2

2
φ2 (A.38)

である。よって，φ(x)の正準共役場 π(x)は，

π =
∂L
∂φ̇

=
∂

∂φ̇
(
1

2
φ̇2 − · · · )

= φ̇ (A.39)

である。これは，

[φ(x, t), π(x′, t)] = iℏδ3(x− x′) (A.40)
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を満たす12)。
Lの次元は，EL−3であるから，

[L] = [φ̇]2 = EL−3, (A.41)

[φ̇] = E1/2L−3/2, (A.42)

[φ] = E1/2L−3/2+1, (A.43)

[q1(k)] = E1/2L3/2+1 = E1/2L · L3/2 (A.44)

が分かる。今，L3/2の次元の量 a(k)を導入すると，q1(k)は，

q1(k) =
1

(2π)3/2

√
ℏ

2ω(k)
a(k) (A.45)

と書ける。ただし，

[ω(k)] = L−1, (A.46)

[ℏ] = EL, (A.47)[√ ℏ
ω(k)

]
= E1/2L (A.48)

を用いた。また，係数は都合が良いように導入した。(A.45)を (A.35)，(A.36)に代入して，

φ(x) = φ(+)(x) + φ(−)(x), (A.49)

φ(+)(x)
def
=

1

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏ

2ω(k)
a(k)ei(k·x−ω(k)t), (A.50)

φ(−)(x)
def
=

1

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏ

2ω(k)
a†(k)e−i(k·x−ω(k)t) (A.51)

= φ(+)(x)† (A.52)

を得る。これが (2.9)-(2.12)である。また，π = φ̇に，(A.49)，(A.50)，(A.51)を代入して，

π(x) = φ̇(x)

= π(+)(x) + π(−)(x) , (A.53)

π(+)(x)
def
=

−i
(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏω(k)

2
a(k)ei(k·x−ω(k)t), (A.54)

π(−)(x)
def
=

i

(2π)3/2

∫
d3k

√
ℏω(k)

2
a†(k)e−i(k·x−ω(k)t) (A.55)

= π(+)(x)† (A.56)

を得る。

12)この節では，ℏを復活させる。
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(A.40)に (A.49)，(A.52)，(A.53)，(A.56)を代入して，

[φ(+)(x, t) + φ(+)(x, t)†, π(+)(x′, t) + π(+)(x′, t)†]

= [φ(+)(x, t), π(+)(x′, t)] + [φ(+)(x, t), π(+)(x′, t)†]

+[φ(+)(x, t)†, π(+)(x′, t)] + [φ(+)(x, t)†, π(+)(x′, t)†]

= [φ(+)(x, t), π(+)(x′, t)] + [φ(+)(x, t), π(−)(x′, t)]

−[φ(+)(x, t), π(−)(x′, t)]† − [φ(+)(x, t), π(+)(x′, t)]†

= iℏδ3(x− x′) (A.57)

を得る。ただし，第 2等号で π(+)(x′, t)†を一部 π(−)(x′, t)と記した。今，aは自分自身と可換であること

[a(k), a(k′)] = 0 (A.58)

を要請する。これより，

[φ(+)(x), π(+)(x′)] = 0 (A.59)

である。これを (A.57)に代入して，

[φ(+)(x, t), π(−)(x′, t)]− [φ(+)(x, t), π(−)(x′, t)]† = iℏδ3(x− x′) (A.60)

を得る。
[a(k), a†(k′)]は，(A.60)から以下のように求められる。今，

[φ(+)(x, t), π(−)(x′, t)] = iµℏδ3(x− x′) + ∆ (A.61)

と置くと，(A.60)より，

iℏ(µ+ µ∗)δ3(x− x′) + ∆−∆∗ = iℏδ3(x− x′),

µ+ µ∗ = 1, (A.62)

∆−∆∗ = 0 (A.63)

を得る。さらに，ℏ→ 0の極限で (A.61)の右辺が 0になることを要請すると，

[φ(+)(x, t), π(−)(x′, t)] = iµℏδ3(x− x′) , Re µ =
1

2
(A.64)

となる。
(A.50)，(A.55)より，

1

(2π)3/2

∫
d3xφ(+)(x, 0)e−ix·k =

√
ℏ

2ω(k)
a(k) (A.65)

1

(2π)3/2

∫
d3x π(−)(x, 0)eix·k = i

√
ℏω(k)

2
a†(k) (A.66)
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である。これより，
[√ ℏ

2ω(k)
a(k), i

√
ℏω(k′)

2
a†(k′)

]
=

∫
d3xd3x′ [φ(+)(x, 0), π(−)(x′, 0)]e−ix·k+ix′·k′

=
1

(2π)3

∫
d3xd3x′ iµℏδ3(x− x′)e−ix·k+ix′·k′

=
1

(2π)3

∫
d3x iµℏe−ix·(k−k′)

= iµℏδ3(k − k′) (A.67)

である。ただし，第 2等号で (A.64)を代入した。最右辺と最左辺とが等しいので，

iℏ
2

√
ω(k′)

ω(k)
[a(k), a†(k′)] = iµℏδ3(k − k′),

[a(k), a†(k′)] = 2µδ3(k − k′) (A.68)

を得る（ただし，第 2等号で， √
ω(k′)

ω(k)
δ3(k − k′) = δ3(k − k′)

を用いた）。(A.68)の †をとって，

[a(k′), a†(k)] = 2µ∗δ3(k − k′)

= 2µ∗δ3(k′ − k), (A.69)

[a(k), a†(k′)] = 2µ∗δ3(k − k′) (A.70)

を得る。これと (A.68)とを比べて，

µ∗ = µ (A.71)

を得る。これと (A.62)，すなわちRe µ = 1
2 より，

µ =
1

2
(A.72)

となり，(A.68)は，

[a(k), a†(k′)] = δ3(k − k′) (A.73)

となる。

A.3 Bogoliubov変換
(1.19)，(1.34)は

α(θ) = eiG(θ)αe−iG(θ) (A.74)
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の形に書ける。ただし，

α = ai, bi , a(k), b(k), (A.75)

α(θ) = ai(θ), bi(θ) , aθ(k), bθ(k) (A.76)

であり，

iG(θ) =
N∑
i=1

θi(b
†
ia

†
i − aibi) ,

∫
d3k θ(k)[b†(k)a†(k)− a(k)b(k)] (A.77)

である。(A.74)の θを xθに置き換えたものを xで微分すると，
d

dx
α(xθ) = eiG(xθ)[iG(θ), α]e−iG(xθ) (A.78)

を得る。α = ai，biの場合，[iG(θ), α]は

[

N∑
j=1

θj(b
†
ja

†
j − ajbj), ai] =

N∑
j=1

θjb
†
j [a

†
j , ai]

=
N∑
j=1

θjb
†
j(−δij)

= −θib†i , (A.79)

[
N∑
j=1

θj(b
†
ja

†
j − ajbj), bi] =

N∑
j=1

θjb
†
j [b

†
j , bi]a

†
j

=

N∑
j=1

θj(−δij)a†j

= −θia†i (A.80)

となる。ただし，正準交換関係 (1.6)を用いた。この 2式を (A.78)に代入して，
d

dx
ai(xθ) = −θib†i (xθ), (A.81)

d

dx
bi(xθ) = −θia†i (xθ) (A.82)

を得る。α = a(k)，b(k)の場合，[iG(θ), α]は[ ∫
d3k′ θ(k′)[b†(k′)a†(k′)− a(k′)b(k′)], a(k)

]
=

∫
d3k′ θ(k′)b†(k′)[a†(k′), a(k)]

=

∫
d3k′ θ(k′)b†(k′)[−δ3(k − k′)]

= −θ(k)b†(k), (A.83)[ ∫
d3k′ θ(k′)[b†(k′)a†(k′)− a(k′)b(k′)], b(k)

]
=

∫
d3k′ θ(k′)[b†(k′), b(k)]a†(k′)

=

∫
d3k′ θ(k′)[−δ3(k − k′)]a†(k′)

= −θ(k)a†(k) (A.84)
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となる。ただし，交換関係 (1.32)を用いた。この 2式を (A.78)に代入して，
d

dx
axθ(k) = −θ(k)b†xθ(k), (A.85)

d

dx
bxθ(k) = −θ(k)a†xθ(k) (A.86)

を得る。
今，

a = ai, a(k), b = bi, b(k), (A.87)

a(θ) = ai(θ), aθ(k), b(θ) = bi(θ), bθ(k), (A.88)

θ = θi ,θ(k) (A.89)

とすると，(A.81)，(A.82)および (A.85)，(A.86)は，まとめて
d

dx
a(xθ) = −θb†(xθ), (A.90)

d

dx
b(xθ) = −θa†(xθ) (A.91)

と書ける。この 2式の †より
d

dx
a†(xθ) = −θb(xθ), (A.92)

d

dx
b†(xθ) = −θa(xθ) (A.93)

を得る。これらを初期条件

a†(0) = a† , b†(0) = b† , a(0) = a , b(0) = b (A.94)

の下で解く。(A.90)，(A.93)は，

d

dx

(
a(xθ)

b†(xθ)

)
=

(
0 −θ
−θ 0

)(
a(xθ)

b†(xθ)

)
(A.95)

と書ける。(A.91)，(A.92)はこの式の †に対応する。この式を x = 0から x = 1まで積分し，初期条件
(A.94)を用いると，(

a(θ)

b†(θ)

)
= exp

(
0 −θ
−θ 0

)(
a

b†

)

=

[ ∞∑
n=0

θ2n

(2n)!

(
1 0

0 1

)
−

∞∑
n=0

θ2n+1

(2n+ 1)!

(
0 1

1 0

)](
a

b†

)

= cosh θ

(
1 0

0 1

)(
a

b†

)
− sinh θ

(
0 1

1 0

)(
a

b†

)

=

(
a cosh θ − b† sinh θ
b† cosh θ − a sinh θ

)
(A.96)

を得る。この第 1成分が (1.21)または (1.36)であり，第 2成分の †が (1.22)または (1.37)である。
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A.4 (1.30)，(1.42)の導出
正準交換関係

[a, a†] = 1 , [b, b†] = 1 (A.97)

を満たす（これ以外の交換関係は 0である）生成・消滅演算子に対して，

S+
def
= b†a† , S−

def
= ab , Sz

def
=

1

2
(aa† + b†b) (A.98)

を定義する。これらの交換関係は

[S−, S+] = [ab, b†a†]

= [ab, b†]a† + b†[ab, a†]

= aa† + b†b

= 2Sz, (A.99)

[S−, Sz] =
1

2
[ab, aa† + b†b]

=
1

2
(a[a, a†]b+ a[b, b†]b)

=
1

2
(ab+ ab)

= S−, (A.100)

[S+, Sz] = −S+ (A.101)

である。最後の式は，2つ目の式の †をとって，S†
− = S+，S†

z = Sz を用いれば得られる。
今，

U(x)
def
= ex(b

†a†−ab) = ex(S+−S−) (A.102)

≡ ef(x)S+F (x) (A.103)

を導入する。ただし，

F (0) = 1 , f(0) = 0 (A.104)

であり，f(x)は c数とする。(A.103)を xで微分して，

(S+ − S−)U(x) = f ′(x)S+e
f(x)S+F (x) + ef(x)S+F ′(x) (A.105)

を得る。ただし，
′ ≡ d

dx

である。(A.105)の U(x)に (A.103)を代入した後，F ′(x)について解くと

F ′(x) =
[
{1− f ′(x)}S+ − e−f(x)S+S−e

f(x)S+
]
F (x) (A.106)

となる。
今，

tα(x)
def
= e−f(x)S+Sαe

f(x)S+ (α = +,−, z) (A.107)
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とすると，

t′−(x) = −e−f(x)S+f ′(x)S+S−e
f(x)S+ + e−f(x)S+S−f

′(x)S+e
f(x)S+

= f ′(x)e−f(x)S+ [S−, S+]e
f(x)S+

= f ′(x)e−f(x)S+2Sze
f(x)S+

≡ 2f ′(x)tz(x) (A.108)

である。ただし，第 3等号で (A.99)を用いた。また，

t′z(x) = f ′(x)e−f(x)S+ [Sz, S+]e
f(x)S+

= f ′(x)e−f(x)S+S+e
f(x)S+

= f ′(x)S+ (A.109)

である。第 2等号で (A.101)を用いた。ところで，(A.104)，(A.107)より

t−(0) = S− , tz(0) = Sz (A.110)

である。(A.109)をこの初期条件の下で解くと，

tz(x) = Sz + f(x)S+ (A.111)

となる。これを (A.108)に代入して

t′−(x) = 2f ′(x)[Sz + f(x)S+]

=
d

dx
[2f(x)Sz + f2(x)S+] (A.112)

を得る。これを初期条件 (A.110)の下で解いて，

t−(x) = S− + 2f(x)Sz + f2(x)S+ (A.113)

を得る。
(A.113)を (A.106)に代入して

F ′(x) =
[
{1− f ′(x)− f2(x)}S+ − 2f(x)Sz − S−

]
F (x) (A.114)

を得る。今，f(x)に条件

1− f ′(x)− f2(x) = 0 (A.115)

を課す。このとき，(A.114)は

F ′(x) =
[
− 2f(x)Sz − S−

]
F (x) (A.116)

となる。(A.115)は
dx

df
=

1

1− f2(x)
,∫ x

0
dx′ =

∫ f(x)

f(0)

df

1− f2
(A.117)
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と変形できる。(??)より，これは

x = tanh−1 f(x)− tanh−1 f(0)

= tanh−1 f(x), (A.118)

f(x) = tanhx (A.119)

となる。ただし，(A.104)を代入した。これを (A.116)に代入して

F ′(x) =
[
− 2Sz tanhx− S−

]
F (x) (A.120)

を得る。
今，

F (x) = eg(x)SzG(x), (A.121)

g(0) = 0 , G(0) = F (0) = 1 (A.122)

によって c数 g(x)と演算子G(x)を導入する。(A.121)を微分し，(A.120)を代入すると，[
− 2Sz tanhx− S−

]
F (x) = g′(x)Sze

g(x)SzG(x) + eg(x)SzG′(x) (A.123)

となる。左辺の F (x)に (A.121)を代入した後，G′(x)について解いて

G′(x) = [{−2 tanhx− g′(x)}Sz − e−g(x)SzS−e
g(x)Sz ]G(x) (A.124)

を得る。今，

u−(x)
def
= e−g(x)SzS−e

g(x)Sz (A.125)

を導入すると，

u′−(x) = g′(x)e−g(x)Sz [S−, Sz]e
g(x)Sz

= g′(x)e−g(x)SzS−e
g(x)Sz

= g′(x)u−(x) (A.126)

である。ただし，第 2等号で，(A.100)を用いた。これを初期条件

u−(0) = S− (A.127)

の下で解くと，

u−(x) = eg(x)S− (A.128)

を得る。これを (A.124)に代入して，

G′(x) = [{−2 tanhx− g′(x)}Sz − eg(x)S− ]G(x) (A.129)

を得る。今，G(x)に Sz が含まれないように，g(x)を

−2 tanhx− g′(x) = 0 (A.130)
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を満たすように選ぶ。これを (A.122)の下で解いて

g(x) = −2 ln coshx (A.131)

を得る。これを (A.129)に代入して

G′(x) = − 1

cosh2 x
S−G(x) (A.132)

を得る。これを (A.122)の下で解いて

G(x) = e−S− tanhx (A.133)

を得る。(A.103)に (A.119)，(A.121)，(A.131)，(A.133)を代入して

U(x) = ef(x)S+eg(x)SzG(x)

= eS+ tanhxe−2Sz ln coshxe−S− tanhx (A.134)

を得る。U(x)の定義 (A.102)と (A.98)を思い出すと，この式は

eθ(b
†a†−ab) = ea

†b† tanh θe−(aa†+b†b) ln cosh θe−ab tanh θ (A.135)

となる。
ユニタリー演算子 (1.20)は，(A.135)と交換関係 (1.6)より，

e
∑

i θi(b
†
ia

†
i−aibi) = e

∑
i a

†
i b

†
i tanh θie−

∑
i(aia

†
i+b†i bi) ln cosh θie−

∑
i aibi tanh θi (A.136)

となる。また，ユニタリー演算子 (1.35)については，(A.136)とのアナロジーから

exp
(∫

d3k θ(k)[b†(k)a†(k)− a(k)b(k)]
)

= exp
(∫

d3k a†(k)b†(k) tanh θ(k)
)
exp
(
−
∫
d3k [a(k)a†(k) + b†(k)b(k)] ln cosh θ(k)

)
× exp

(
−
∫
d3k a(k)b(k) tanh θ(k)

)
(A.137)

となることが分かる。

A.5 (2.68)の導出
(2.68)の左辺の第 1項に (2.67)，(2.66)を代入すると，∫

d3x f(x)∂tφ(x) =

∫
d3x

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
e−ik·x+iω(k)t 1√

2ω(k′)

×∂t[a(k′)eik
′·x−iω(k′)t + a†(k′)e−ik′·x+iω(k′)t]

=

∫
d3x

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
e−ik·x+iω(k)t 1√

2ω(k′)

×[−iω(k′)a(k′)eik
′·x−iω(k′)t + iω(k′)a†(k′)e−ik′·x+iω(k′)t] (A.138)

となる。同様にして，左辺の第 2項は

−
∫
d3x ∂tf(x)φ(x) = −

∫
d3x

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
iω(k)e−ik·x+iω(k)t 1√

2ω(k′)

×[a(k′)eik
′·x−iω(k′)t + a†(k′)e−ik′·x+iω(k′)t] (A.139)
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となる。よって，(2.68)の左辺は，∫
d3x [f(x)∂tφ(x)− ∂tf(x)φ(x)]

=

∫
d3x

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
e−ik·x+iω(k)t−iω(k)− iω(k′)√

2ω(k′)
a(k′)eik

′·x−iω(k′)t

+

∫
d3x

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
e−ik·x+iω(k)t−iω(k) + iω(k′)√

2ω(k′)
a†(k′)e−ik′·x+iω(k′)t

=

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
eiω(k)tδ3(k − k′)

−iω(k)− iω(k′)√
2ω(k′)

a(k′)e−iω(k′)t

+

∫
d3k

∫
d3k′

f̃(k)

(2π)3
eiω(k)tδ3(k + k′)

−iω(k) + iω(k′)√
2ω(k′)

a†(k′)e+iω(k′)t

=

∫
d3k f̃(k)eiω(k)t

−iω(k)− iω(k)√
2ω(k)

a(k)e−iω(k)t +

∫
d3k f̃(k)eiω(k)t

−iω(k) + iω(−k)√
2ω(−k)

a†(k)e+iω(k)t

= −i
∫
d3k

√
2ω(k)f̃(k)a(k)e−iω(k)t (A.140)

となる。これが (2.68)である。ただし，第 2等号で
1

(2π)3

∫
d3x e±ik·x±ik′·x = δ3(∓k ∓ k′) (A.141)

を用い，第 4等号で ω(−k) = ω(k)を用いた。

A.6 (2.93)の導出
U(x)を

ex(A+B) = U(x)exB (A.142)

で定義する。ただし，xは実数パラメーターである。これを xで微分すると，

ex(A+B)(A+B) = U ′(x)exB + U(x)exBB (A.143)

となる。ここで，

′ ≡ d

dx

である。(A.143)に (A.142)を代入して，

U(x)exB(A+B) = U ′(x)exB + U(x)exBB,

U(x)exBA = U ′(x)exB,

U ′(x) = U(x)exBAe−xB

≡ U(x)f(x) (A.144)

を得る。ただし，

f(x)
def
= exBAe−xB (A.145)
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である。(A.144)を積分して

U(x) = U(0) +

∫ x

0
dy1 U(y1)f(y1) (A.146)

を得る。(A.142)より

U(0) = 1 (A.147)

である。(A.146)の右辺の U(y1)に (A.146)の右辺全体を代入し，この操作を繰り返して，

U(x) = 1 +

∫ x

0
dy1 U(y1)f(y1)

= 1 +

∫ x

0
dy1 f(y1) +

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 U(y2)f(y2)f(y1)

= 1 +

∫ x

0
dy1 f(y1) +

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 f(y2)f(y1) + · · ·

= 1 +

∞∑
n=1

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 · · ·

∫ yn−1

0
dyn f(yn)f(yn−1) · · · f(y1) (A.148)

を得る。
f(x)を求める。(A.145)を xで微分して，

f ′(x) = exBBAe−xB − exBABe−xB

= exB[B,A]e−xB (A.149)

を得る。さらに，xで微分して，

f ′′(x) = exBB[B,A]e−xB − exB[B,A]Be−xB

= exB
[
B, [B,A]

]
e−xB (A.150)

となる。もし， [
B, [B,A]

]
= 0 (A.151)

であるなら，

f ′′(x) = 0 (A.152)

となる。また，(A.145)，(A.149)より，

f(0) = A, (A.153)

f ′(0) = [B,A] (A.154)

である。この初期条件の下で (A.152)を解いて，

f(x) = A− [A,B]x for
[
B, [B,A]

]
= 0 (A.155)

を得る。これは，

f(x) =
dg(x)

dx
, (A.156)

g(x) = Ax− 1

2
[A,B]x2 (A.157)
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とも書ける。g(0)は，

g(0) = 0 (A.158)

である。(A.156)を (A.148)に代入して，

U(x) = 1 +

∞∑
n=1

∫ x

0
dy1 · · ·

∫ yn−1

0
dyn

dg(yn)

dyn
· · · dg(y1)

dy1

= 1 +

∫ x

0
dy1

dg(y1)

dy1
+

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2

dg(y2)

dy2

dg(y1)

dy1
+ · · ·

= 1 + g(x) +

∫ x

0
g(y1)

dg(y1)

dy1
+

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 g(y2)

dg(y2)

dy2

dg(y1)

dy1
+ · · · (A.159)

を得る。
今，a，bを，互いに可換

[a, b] = 0 (A.160)

な演算子として，

h(x) = α(x)a+ β(x)b (A.161)

を定義する。(A.160)のために，

hn(x) =
n∑

r=0

nCrα
r(x)βn−r(x)arbn−r (A.162)

となる。このとき，
d

dx
hn(x) = nhn−1(x)

dh(x)

dx
= n

dh(x)

dx
hn−1(x) (A.163)

となることは，c数関数のときと同様に示せる。今，

a = A, b = [A,B] (A.164)

選ぶと，もしも， [
A, [A,B]

]
= 0 (A.165)

であるなら，(A.160)が成立し，したがって (A.163)が成り立つ。よって，(A.165)のとき，

g(y1)
dg(y1)

dy1
=

d

dy1
[
1

2
g(y1)],∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 g(y2)

dg(y2)

dy2

dg(y1)

dy1
=

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2

d

dy2
[
1

2
g2(y2)]

dg(y1)

dy1

=

∫ x

0
dy1

1

2
g2(y1)

dg(y1)

dy1

=
1

3!
g3(x) (A.166)

などが成立し，したがって (A.159)は，

U(x) = 1 + g(x) +
1

2!
g2(x) +

1

3!
g3(x) + · · ·

= exp
(
g(x)

)
(A.167)
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となる。これを (A.142)に代入して，

ex(A+B) = exp(Ax− 1

2
[A,B]x2)exB

= exp
(
−1

2
[A,B]x2

)
exAexB (A.168)

を得る。ただし，第 2等号で再び (A.165)を用いた。この式で x = 1として，

eA+B = e−
1
2
[A,B]eAeB for

[
A, [A,B]

]
=
[
B, [A,B]

]
= 0 (A.169)

を得る。
(2.88)は

|0(f)⟩ = exp
(∫

d3k
[
f(k)a†(k)− f∗(k)a(k)

])
|0⟩ (A.170)

である。公式 (A.169)において，

A =

∫
d3k f(k)a†(k) , B = −

∫
d3k f∗(k)a(k)

とすると，

[A,B] = −
∫
d3kd3k′ f(k)f∗(k′)[a†(k), a(k′)]

=

∫
d3kd3k′ f(k)f∗(k′)δ3(k′ − k)

=

∫
d3k |f(k)|2 (A.171)

である。よって，(A.170)は，

|0(f)⟩ = exp
(
−1

2

∫
d3k |f(k)|2

)
exp
(∫

d3k f(k)a†(k)
)
exp
(
−
∫
d3k f∗(k)a(k)

)
|0⟩

= exp
(
−1

2

∫
d3k |f(k)|2

)
exp
(∫

d3k f(k)a†(k)
)
|0⟩ (A.172)

となる。ただし，第 2等号で，(2.14)を用いた。

A.7 §1.2.2，§2.3.1へのコメント
§1.2.2の議論は，次のことを意味する。{fi(k)}∞i=1を 2乗可積分の任意の規格直交完全系とし，

ai
def
=

∫
d3k fi(k)a(k), bi

def
=

∫
d3k fi(k)b(k), (A.173)

ai(θ)
def
=

∫
d3k fi(k)aθ(k), bi(θ)

def
=

∫
d3k fi(k)bθ(k) (A.174)

を定義する。ただし，aθ(k)，bθ(k)は (1.34)で定義される。(1.33)，(1.41)を満たす真空 |0⟩，|0[θ]⟩は，

ai|0⟩ = 0, bi|0⟩ = 0, (A.175)

ai(θ)|0[θ]⟩ = 0, bi(θ)|0[θ]⟩ = 0 (A.176)
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も満たす。H[aθ, bθ]を |0[θ]⟩の上の ai(θ)，bi(θ)に対する Fock空間とすると，H[a, b]とH[aθ, bθ]は非同
値である（H[a, b]は θ(k) = 0のときのH[aθ, bθ]である）。
(2.81)の f (+)(x)が (2.90)の形に書けないときには，(2.82)の af は一般に存在しない。しかし，ある

2乗可積分の規格直交完全系 {fi(k)}∞i=0に対して，

ai(f)
def
=

∫
d3k fi(k)af (k)

= ai −
∫
d3x ζi(x)f

(+)(x, 0), (A.177)

ζi(x)
def
=

∫
d3k

√
2ω(k)

(2π)3/2
fi(k)e

−ik·x (A.178)

を定義すると，これは多くの場合存在する13)。また，(2.89)の真空 |0(f)⟩は

ai(f)|0(f)⟩ = 0 (A.179)

を満たす。§2.3.1の議論の意味は，|0(f)⟩上の ai(f)に対する Fock空間をH[af ]とすると，これは一般
にH[a]とは非同値であるということである。

A.8 ぼかし技巧
(2.118)は，一般の時間によらない大域的Gについて成り立つ。よって，Gに (2.58)の χ-項があると

き，G|0⟩は規格化できない（このような演算子を異常演算子と言う）。意味のある結果を得るために，ぼ
かし技巧（smearing out trick）を用いる。すなわち，

G =

∫
d3x g(x)f(x) (A.180)

とする14)。ただし，f(x)は 2乗可積分な c数関数∫
d3x |f(x)|2 <∞ (A.181)

である。これは，空間並進不変性の要請を外すことに対応する。f(x)は最後に f(x)→ 1とする。
同様の方法は，(1.42)にも用いることができる。(1.42)の表式は係数が 0となり，数学的には意味がな

い。しかし，ぼかし技巧により意味のある結果を得ることができる。ユニタリー演算子 (1.35)の生成子

iG[θ] ≡
∫
d3k θ(k)

[
b†(k)a†(k)− a(k)b(k)

]
(A.182)

13)例えば，(3.32)の f(x)について考える。{fi(k)}∞i=0 として，

fi(k) = α1/2[
√
π2ii!]−1/2Hi(αk) exp(−α2k2/2)

を選ぶと ai(f)が存在することが示せる。ただし，α > 0は長さの次元の任意の実数であり，Hi はエルミート多項式である。
他の 2乗可積分の規格直交完全系 {gi(k)}∞i=0 は {fi(k)}∞i=0 によって，

gi(k) =

∞∑
j=0

cijfj(k)

のように展開できるので，任意の 2乗可積分の規格直交完全系に対して ai(f)は存在する。
14)g(x)f(x) は (2.117)の形に書けない。f(x)は c数なので

ei(Ht−P ·x)g(0)f(0)e−i(Ht−P ·x) = g(x)f(0)

である。
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を

iG[θ, f ] =

∫
d3kd3p θ(k)f(p)

[
b†(k)a†(k + p)− a(k + p)b(k)

]
(A.183)

に置き換える。ただし，f(k)は 2乗可積分な c数関数∫
d3k |f(k)|2 <∞ (A.184)

である。f(k)が 2乗可積分である限り，病的な性質は現れない。(1.42)の異常性は，計算の最後に f(k)→
δ3(k)の極限を取るところで現れる。ぼかし技巧を用いる方法は，(A.173)，(A.174)を使う方法と密接
に関係している。
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B 自発的対称性の破れ
B.1 NG場のシフト
非相対論的場合，χ(x)は，

χ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k χ(k)ei(k·x−ωχ(k)t) (B.1)

と書ける。このとき，(2.107)は，

χθ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k χθ(k)e

i(k·x−ωχ(k)t) (B.2)

と書ける。これに (2.112)を代入して

χθ(x) = χ(x)− 1

(2π)3/2

∫
d3k ibδ3(k)ei(k·x−ωχ(k)t)

= χ(x)− c, (B.3)

c ≡ ib

(2π)3/2
(B.4)

を得る。ただし，ωχ(k = 0) = 0を用いた。(2.91)で，

a(k) = χ(k) , c(k) = (2π)3/2cθ δ3(k) (B.5)

の場合に対応する。
(2.108)で b→ (2π)3/2

√
2ωχ(k)d(k)としたものも，δ3(k)のおかげで運動量保存則を満たす。このと

き，(2.108)は

G =

∫
d3k (2π)3/2

√
2ωχ(k)

(
d∗(k)χ(k) + d(k)χ†(k)

)
δ3(k) (B.6)

となる。Gは異常演算子であるから，意味のある結果を得るために，ぼかし技巧を用いる。すなわち，
δ3(k)→ f(k)とする：

G =

∫
d3k (2π)3/2

√
2ωχ(k)

(
d∗(k)χ(k) + d(k)χ†(k)

)
f(k). (B.7)

ただし，f(k)は 2乗可積分な c数関数である。これは，空間並進不変性の要請を外すことに対応する。
f(k)は最後に f(k)→ δ3(k)とする。
χ(x)が（質量ゼロの）実クラインゴルドン場であるとする。このとき，(2.9)-(2.12)と同様に

χ(x) =
1

(2π)3/2

∫
d3k

1√
2ωχ(k)

χ(k)ei(k·x−ωχ(k)t) + h.c. (B.8)

となる。(2.107)を θで微分して
d

dθ
χθ(x) = eiθGiGχ(x)e−iθG − eiθGχ(x)iGe−iθG

= eiθG[iG, χ(x)]e−iθG (B.9)
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を得る。[iG, χ(x)]は

[iG, χ(x)] =

∫
d3kd3k′

√
ωχ(k′)

ωχ(k)
i
[
χ(k)ei(k·x−ωχ(k)t)

+χ†(k)e−i(k·x−ωχ(k)t), d∗(k′)χ(k′) + d(k′)χ†(k′)
]
f(k′)

=

∫
d3kd3k′

√
ωχ(k′)

ωχ(k)
i
(
δ3(k′ − k)d(k′)ei(k·x−ωχ(k)t)

−δ3(k − k′)d∗(k′)e−i(k·x−ωχ(k)t)
)
f(k′)

=

∫
d3k i

(
d(k)ei(k·x−ωχ(k)t) − d∗(k)e−i(k·x−ωχ(k)t)

)
f(k) (B.10)

である。f(k)→ δ3(k)として，

[iG, χ(x)] = i
(
d(0)− d∗(0)

)
= −2Im[d(0)]

≡ −c′ (B.11)

を得る。よって，(B.9)は，
d

dθ
χθ(x) = eiθG(−c′)e−iθG

= −c′ (B.12)

となる。これより

χθ(x) = χ(x)− c′θ (B.13)

を得る。これは，(2.91)で，

a(k) = χ(k) , f(k) =
(2π)3/2

√
2ωχ(k)

2
c′θ δ3(k) (B.14)

の場合である15)。

B.2 Nother currentと生成子
ラグランジアンは，場 ψA（A = 1, 2, · · · , n）とその微分よりなるとする：

L = L[ψA, ψA
,µ]. (B.15)

ただし，

ψA
,µ ≡ ∂µψ

A (B.16)

15)このとき， ∫
d3k |f(k)|2 =

(2π)3ωχ(0)

2
|c′|2θ2 δ3(0) = 0

である。
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である。以下では，Aと µ, ν, · · · = 0, 1, 2, 3および i, j, · · · = 1, 2, 3に対しては，アインシュタインの規
約を用いる。
ある微小変換

xµ → x′µ ≡ xµ + δxµ, (B.17)

ψA(x) → ψ′A(x′) ≡ ψA(x) + δψA(x) (B.18)

を考える。このとき，作用

I =

∫
d4xL[ψA(x), ψA

,µ(x)] (B.19)

は，

I → I ′ =

∫
d4x′ L[ψ′A(x′), ψ′A

,µ (x
′)]

=

∫
d4x det

[∂x′µ
∂xν

]
L[ψA(x) + δψA(x), ψA

,µ(x) + δψA
,µ(x)]

≡
∫
d4x (L+ δL) (B.20)

のように変換される。今，

N(t)
def
=

∫
d3xN0(x) (B.21)

を導入する。ただし，

Nµ def
=

∂L
∂ψA

,µ

δ̄ψA + Lδxµ (B.22)

は，Nother currentである。また，δ̄は，F (x)を任意の量として，

δ̄F (x)
def
= F ′(x)− F (x) (B.23)

で定義される。付録 Cで示すように，N は変換の生成子である。すなわち，

[ψA(x, t), N(t)] = iδ̄ψA(x, t) (B.24)

である。今，δF (x)，δ̄F (x)が θを微小量として

δF (x) = θδ∗F (x), (B.25)

δ̄F (x) = θδ̄∗F (x) (B.26)

と書けたとする。δ∗F (x)，δ̄∗F (x)は F (x)と同程度の大きさとする。以下では，上に出てきた δ，δ̄を
全て δ∗，δ̄∗に置き換えたものとして議論する。
(C.26)で，

Ṅ(t) =

∫
d3x (δL − [L]Aδ̄ψA)−

∫
d3x ∂iN

i (B.27)

が示される。ただし，

[L]A
def
=

∂L
∂ψA

− ∂µ
∂L
∂ψA

,µ

(B.28)

である。
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B.3 Ward-高橋の関係式
{Ai(x)}ni=1をボソン演算子とする。このとき，T積は

T [A1(x1) · · ·An(xn)] = Ai1(xi1) · · ·Ain(xin), (B.29)

ti1 ≥ ti2 ≥ · · · ≥ tin

で定義される。とくに，n = 2のときは，

T [A1(x1)A2(x2)] = θ(t1 − t2)A1(x1)A2(x2) + θ(t2 − t1)A2(x2)A1(x1) (B.30)

である。これを t1で微分して
∂

∂t1
T [A1(x1)A2(x2)] =

∂

∂t1
θ(t1 − t2)A1(x1)A2(x2) + θ(t1 − t2)

∂

∂t1
A1(x1)A2(x2)

+
∂

∂t1
θ(t2 − t1)A2(x2)A1(x1) + θ(t2 − t1)A2(x2)

∂

∂t1
A1(x1)

= δ(t1 − t2)A1(x1)A2(x2) + θ(t1 − t2)Ȧ1(x1)A2(x2)

−δ(t2 − t1)A2(x2)A1(x1) + θ(t2 − t1)A2(x2)Ȧ1(x1)

= δ(t1 − t2)[A1(x1), A2(x2)] + T [Ȧ1(x1)A2(x2)] (B.31)

を得る。今，

A1(x1)→ N(t) , A2(x2)→ A(x1) (B.32)

の置き換えをすると，(B.31)は，
∂

∂t
T [N(t)A(x1)] = δ(t− t1)[N(t), A(x1)] + T [Ṅ(t)A(x1)] (B.33)

となる。真空期待値を取って，
∂

∂t
⟨0|T [N(t)A(x1)]|0⟩ = δ(t− t1)⟨0|[N(t), A(x1)]|0⟩+ ⟨0|T [Ṅ(t)A(x1)]|0⟩ (B.34)

を得る。
(B.24)より，

δ̄A(x) = i[N(t), A(x)] (B.35)

である。これと (B.27)を (B.34)に代入して，
∂

∂t
⟨0|T [N(t)A(x1)]|0⟩

= −iδ(t− t1)⟨0|δ̄A(x1)|0⟩+
∫
d3x ⟨0|T [{δL(x)− ∂iN i(x)}A(x1)]|0⟩ (B.36)

を得る。これを t = −∞から t =∞で積分し，

i⟨0|δ̄A(x1)|0⟩ =
∫
d4x ⟨0|T [{δL(x)− ∂iN i(x)}A(x1)]|0⟩ (B.37)

が得られる。これは ward-高橋の関係式と呼ばれ，対称性のモデルによらない解析に有用である。
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C Nother currentと生成子
今，任意の量 F (x)に対して

δF (x)
def
= F ′(x′)− F (x), (C.1)

δ̄F (x)
def
= F ′(x)− F (x) (C.2)

を導入する。前者と後者の関係は，

δF (x) =
[
F ′(x′)− F ′(x)

]
+
[
F ′(x)− F (x)

]
= ∂νF (x)δx

ν + δ̄F (x) (C.3)

である。(C.2)の定義より

δ̄ψA
,µ(x) =

∂ψ′A(x)

∂xµ
− ∂ψA(x)

∂xµ

=
∂

∂xµ
(
ψ′A(x)− ψA(x)

)
= ∂µδ̄ψ

A(x) (C.4)

である。すなわち，δ̄と ∂µは可換である。この式と (C.3)より

δψA
,µ = ∂νψ

A
,µδx

ν + δ̄ψA
,µ

= ψA
,µνδx

ν + ∂µδ̄ψ
A(x) (C.5)

を得る。
(B.20)の δLは，

δL = det
[∂x′µ
∂xν

]
L[ψA + δψA, ψA

,µ + δψA
,µ]− L

= (1 + ∂νδx
ν)
(
L+

∂L
∂ψA

δψA +
∂L
∂ψA

,µ

δψA
,µ

)
− L

=
∂L
∂ψA

δψA +
∂L
∂ψA

,µ

δψA
,µ + L∂νδxν (C.6)

となる。これに (C.5)を代入すると，

δL =
∂L
∂ψA

(∂νψ
Aδxν + δ̄ψA)

+
∂L
∂ψA

,µ

(ψA
,µνδx

ν + ∂µδ̄ψ
A) + L∂νδxν

=
( ∂L
∂ψA

− ∂µ
∂L
∂ψA

,µ

)
δ̄ψA + ∂µ

( ∂L
∂ψA

,µ

)
δ̄ψA

+
( ∂L
∂ψA

ψA
,µ +

∂L
∂ψA

,ν

ψA
,νµ

)
δxµ + L∂µδxµ

=
( ∂L
∂ψA

− ∂µ
∂L
∂ψA

,µ

)
δ̄ψA + ∂µ

( ∂L
∂ψA

,µ

δ̄ψA + Lδxµ
)

≡ [L]Aδ̄ψA + ∂µN
µ (C.7)
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を得る。ただし，第 3等号で
∂L
∂ψA

ψA
,µ +

∂L
∂ψA

,ν

ψA
,νµ = ∂µL (C.8)

を用い，第 4等号で

[L]A
def
=

∂L
∂ψA

− ∂µ
∂L
∂ψA

,µ

, (C.9)

Nµ def
=

∂L
∂ψA

,µ

δ̄ψA + Lδxµ (C.10)

を導入した。Nµは，

Nµ =
∂L
∂ψA

,µ

(δψA − ψA
,νδx

ν) + Lδxµ (C.11)

=
∂L
∂ψA

,µ

δψA − Tµ
νδx

ν , (C.12)

Tµ
ν

def
=

∂L
∂ψA

,µ

δψA − Lδµν (C.13)

とも書ける。Nµは，Nother currentと呼ばれ，Tµ
νは正準エネルギー・運動量テンソルと呼ばれる。N0

は，(C.11)より

N0 =
∂L
∂ψ̇A

(δψA − ψA
,νδx

ν) + Lδx0

= πA(δψ
A − ψA

,νδx
ν) + Lδx0

= πA(δψ
A − ψA

,i δx
i)− (πAψ̇

A − L)δx0

= πA(δψ
A − ψA

,i δx
i)−Hδx0 (C.14)

である。ただし，第 2，第 4等号で

πA
def
=

∂L
∂ψ̇A

, (C.15)

H def
= πAψ̇

A − L (C.16)

を用いた。
今，

N(t)
def
=

∫
d3xN0(x) (C.17)

を定義すると，以下に示すように，次の仮定の下で，

[ψA(x, t), N(t)] = iδ̄ψA(x, t) (C.18)

となる。
仮定 (1) δx0 は xによらない：

δx0 = δx0(t). (C.19)

仮定 (2) δψA, ∂iψ
Aは πAを含まない。
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仮定 (3) Lは特異でない。すなわち，
[ψA(x, t),H(t)] = iψ̇A(x, t), (C.20)

H(t)
def
=

∫
d3xH(x) (C.21)

および，
[ψA(x, t), πB(x

′, t)] = iδABδ
3(x− x′) (C.22)

が成り立つ。

仮定 (1)より，

N(t) =

∫
d3x

[
πA(δψ

A − ψA
,i δx

i)−Hδx0
]

=

∫
d3x πA(δψ

A − ψA
,i δx

i)−Hδx0 (C.23)

である。これと，仮定 (2),(3)より

[ψA(x, t), N(t)] =

∫
d3x′ [ψA(x, t), πB(x

′, t)]
(
δψB − ψB

,i δx
i
)
(x′, t)

−[πA(x, t),H(t)]δx0(t)

= i(δψA − ψA
,i δx

i)(x, t)− [πA(x, t),H(t)]δx0(t)

= i(δψA − ψA
,i δx

i − ψ̇Aδx0)(x, t)

= iδ̄ψA(x, t) (C.24)

となる。これより，
eiN(t)ψA(x, t)e−iN(t) = ψA(x, t) + δ̄ψA(x, t) +O(δ̄2) (C.25)

が導かれる。
また，(C.17)，(C.7)より，

Ṅ(t) =

∫
d3x ∂0N

0

=

∫
d3x (∂µN

µ − ∂iN i)

=

∫
d3x (δL − [L]Aδ̄ψA)−

∫
d3x ∂iN

i (C.26)

が得られる。
今，連続変換がm個のパラメーターで特徴づけられ，(B.17)，(B.18)が，微小量 {εr}mr=1を用いて，

δxµ = x′µ − xµ = εrfr
µ, (C.27)

δψA(x) = ψ′A(x′)− ψA(x′) = εrFr
A
Bψ

B(x) (C.28)

と書ける場合を考える。これは大域的な変換である。このとき，Nother current(C.11)は，

Nµ = εr
( ∂L
∂ψA

,µ

Fr
A
Bψ

B − Tµ
νfr

ν
)

≡ εrJµ
r , (C.29)

Jµ
r

def
=

∂L
∂ψA

,µ

Fr
A
Bψ

B − Tµ
νfr

ν (C.30)
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と書ける。今，

Jr
def
=

∫
d3x J0

r (C.31)

を定義すると，これはパラメーター εrが表わす変換の生成子である。
例えば，時空並進の変換は

δxµ = εµ,

δψA(x) = 0

である。これは (C.27)，(C.28)で

r = µ,

fµ
ν = δµ

ν ,

Fµ
A
B = 0

としたものである。また，このとき，

δ̄ψA(x) = δψA(x)− ∂µψA(x)δxµ

= −εµ∂µψA(x) (C.32)

である。Jµ
r，Jrは，

Jν
µ = 0− T ν

λδµ
λ

= −T ν
µ , (C.33)

Jµ = −
∫
d3x T 0

µ (C.34)

となる。
Lorentz変換のときは，

δxµ = εµνxν , (C.35)

εβa = −εaβ , (C.36)

δψA(x) =
1

2
εaβ(Faβ)

A
Bψ

B(x) (C.37)

である。このとき，

δ̄ψA = δψA − ∂αψAδxα

=
1

2
εαβ(Fαβ)

A
Bψ

B − ∂αψAεαβxβ

=
1

2
εαβ
[
(Fαβ)

A
Bψ

B + (xβ∂α − xα∂β)ψA
]

(C.38)

である16)。

16)ε0β があると，仮定 (1),(および仮定 (2))を破る。
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δxµは，

δxµ = εµβηβνx
ν

= εαβδµαηβνx
ν

=
1

2
εαβ(δµαηβν − δµβηαν)x

ν

=
1

2
εαβ(fαβ)

µ
νx

ν , (C.39)

(fαβ)
µ
ν

def
= δµαηβν − δµβηαν (C.40)

とも書ける。直接計算によって，

[fαβ ,fµν ] = ηβµfαν − ηαµfβν + ηανfβµ − ηβνfαµ (C.41)

が確かめられる。fαβ，Fαβ はともに Lorentz群の Lie代数の表現行列であるから，

[Fαβ ,Fµν ] = ηβµFαν − ηαµFβν + ηανFβµ − ηβνFαµ (C.42)

が分かる。
Nother currentは，

Nµ =
∂L
∂ψA

,µ

δψA − Tµ
αδx

α

=
∂L
∂ψA

,µ

(Fαβ)
A
Bψ

B − Tµ
αε

αβxβ

=
1

2
εαβ
[ ∂L
∂ψA

,µ

(Fαβ)
A
Bψ

B − (Tµ
αxβ − Tµ

βxα)
]

=
1

2
εαβJµ

αβ , (C.43)

Jµ
αβ

def
=

∂L
∂ψA

,µ

(Fαβ)
A
Bψ

B − (Tµ
αxβ − Tµ

βxα) (C.44)

となる。よって，Lorentz変換の生成子は，

Jαβ =

∫
d3x

[
πA(Fαβ)

A
Bψ

B − (T 0
αxβ − T 0

βxα)
]

(C.45)

である。
(C.27)は Pµとかかれ，(C.45)の (−1)倍は通常Mαβ とかかれる。すなわち

Pµ ≡ −
∫
d3x T 0

µ ≡ (−H,P ) , (C.46)

Mµν ≡
∫
d3x (T 0

µxν − T 0
νxµ)−

∫
d3x πA(Fµν)

A
Bψ

B (C.47)

である。Pµの時空並進の生成子であり，Mµν は Lorentz変換の生成子である。今，

Ji
def
=

1

2
εijkMij (C.48)

= εijk

∫
d3x T 0

jxk − εijk
∫
d3x πA(Fjk)

A
Bψ

B , (C.49)

Ki
def
= Mi0 (C.50)

=

∫
d3x (T 0

ix0 − T 0
0xi)−

∫
d3x πA(Fi0)

A
Bψ

B　 (C.51)
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を定義すると，Jiは角運動量であり，Kiは Lorentz boostである。
実スカラー場のときの Pµ，Mµν を計算する。ラグランジアンを，

L = −1

2
ηµν∂µϕ∂νϕ+ V (ϕ) (C.52)

とする。V (ϕ) = −(κ2/2)ϕ2 のときが自由 Klein-Gordon場，V (ϕ) = (µ2/λ2)[cos(λϕ) − 1]のときが
sine-Gordon場に対応する。ϕの正準共役場は，

π =
∂L
∂ϕ̇

=
∂

∂ϕ̇
(
1

2
ϕ̇2 − · · · )

= ϕ̇ (C.53)

である。正準エネルギー・運動量テンソル (C.13)は，

Tµ
ν =

∂L
∂ϕ,µ

ϕ,ν − δµνL

=
∂

∂ϕ,µ

[
−1

2
ηαβ∂αϕ∂βϕ+ V (ϕ)

]
ϕ,ν − δµνL

= −∂µϕ∂νϕ− δµνL

= −∂µϕ∂νϕ+ δµν

[1
2
ηαβ∂αϕ∂βϕ− V (ϕ)

]
(C.54)

であり，(C.46)は，

Pµ = −
∫
d3x T 0

µ

= −
∫
d3x

(
ϕ̇∂µϕ− δ0µ

[1
2
ηαβ∂αϕ∂βϕ− V (ϕ)

])
= −

∫
d3x

(
π∂µϕ− δ0µ

[1
2
ηαβ∂αϕ∂βϕ− V (ϕ)

])
(C.55)

となる。スカラー場では，Fµν = 0であるから，(C.47)は，

Mµν =

∫
d3x (T 0

µxν − T 0
νxµ)

=

∫
d3x (π∂µϕxν − π∂νϕxµ) (C.56)

となり，角運動量は，

Ji = εijk

∫
d3x T 0

jxk

= εijk

∫
d3x π∂jϕxk

= −εijk
∫
d3x πxj∂kϕ

= −
∫
d3x π(x×∇ϕ)i (C.57)

となる。
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(C.55)より，

P = −
∫
d3x π∇ϕ (C.58)

である。実クライン・ゴルドン場の場合にこれを計算する。(A.49)-(A.51)，(A.53)-(A.56)を代入して

P = − 1

(2π)3

∫
d3x

∫
d3k

∫
d3k′

√
ω(k)

2

[
− ia(k)eik·x−iω(k)t + ia†(k)e−ik·x+iω(k)t

]
×

√
1

2ω(k′)

[
ik′a(k′)eik

′·x−iω(k′)t − ik′a†(k′)e−ik′·x+iω(k′)t
]

=

∫
d3k

∫
d3k′

√
ω(k)

ω(k′)

1

2

[
− a(k)a(k′)δ3(−k − k′)k′e−iω(k)t−iω(k′)t

+a†(k)a(k′)δ3(k − k′)k′eiω(k)t−iω(k′)t + a(k)a†(k′)δ3(−k + k′)k′e−iω(k)t+iω(k′)t

−a†(k)a†(k′)δ3(k + k′)k′eiω(k)t+iω(k′)t
]

=

∫
d3k

1

2
k
[
a(k)a(−k)e−i2ω(k)t + a†(k)a(k) + a(k)a†(k) + a†(k)a†(−k)e2iω(k)t

]
=

∫
d3k

k

2

[
a†(k)a(k) + a(k)a†(k)

]
(C.59)

を得る。ただし，第 2等号で (A.141)を，第 3等号で ω(−k) = ω(k)を用いた。第 4等号では，第 1項
と第 4項

I1
def
=

1

2

∫
d3k ka(k)a(−k)e−i2ω(k)t , I4

def
=

1

2

∫
d3k ka†(k)a†(−k)e2iω(k)t (C.60)

は変数変換 k→ −kにより，

I1 = −I1 , I4 = −I4 (C.61)

となるので消えることを用いた。(C.59)は正準交換関係 (2.13)より，

P =

∫
d3k ka†(k)a(k) +

1

2
δ3(k′ = 0)

∫
d3k k

=

∫
d3k ka†(k)a(k) (C.62)

となる。
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D その他の補足
D.1 高次補正
この節では，ℏを復活させる。空間次元が dのときの

D(x− y) = 1

ℏ
[φ(+)(x), φ(−)(y)] (D.1)

をDd(x− y)と書くと，

Dd(x) =
1

(2π)d

∫
ddk

eik·x−iω(k)t

2ω(k)
, ω(k) =

√
k2 + κ2 (D.2)

である。これは，

Dd(x) = −κ(d−1)/2θ(−x2)

[
N−(d−1)/2(κ

√
−x2) + iε(t)J−(d−1)/2(κ

√
−x2)

2(d+3)/2π(d−1)/2(
√
−x2)(d−1)/2

]

+κ(d−1)/2θ(x2)
K(d−1)/2(κ

√
x2)

(2π)(d+1)/2(
√
x2)(d−1)/2

(D.3)

となることが知られている（[4]の pp.424-425）。ただし，x2 = 0における特異性は無視した。ここで，

x2 = −t2 + x2 , ε(t) =

{
+1 for t > 0

−1 for t < 0
, θ(z) =

{
1 for z > 0

0 for z < 0
(D.4)

であり，J−(d−1)/2，N−(d−1)/2，K(d−1)/2 はそれぞれベッセル関数，第 2種ベッセル関数，第 2種変形
ベッセル関数である。特に，d = 3のとき，

D3(x) =

{
κ
8π

1√
−x2

[N1(κ
√
−x2) + iε(t)J1(κ

√
−x2)] for x2 < 0

κ
4π2

1√
x2
K1(κ

√
x2) for x2 > 0

(D.5)

であり，d = 1のとき，

D1(x) =

{
−1

4 [N0(κ
√
−x2)− iε(t)J0(κ

√
−x2)] for x2 < 0

1
2πK0(κ

√
x2) for x2 > 0

(D.6)

である。ただし，J−n = (−1)nJn，N−n = (−1)nNn（n = 0, 1, 2, · · ·）を用いた。x2 = 0付近で展開す
ると，

D3(x) =
1

4π2
1

x2
+

κ2

8π2
ln
(κ√|x2|

2

)
+
κ2(2γ − 1)

16π2
+ iε(t)θ(−x2) κ

2

16π

+O
(
x2 ln

(
κ
√
|x2|
))
, (D.7)

D1(x) = − 1

2π
ln
(κ√|x2|

2

)
− γ

2π
+
i

4
ε(t)θ(−x2)− κ2x2

8π
ln
(κ√|x2|

2

)
+O(x2) (D.8)
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となる。γ = 0.57721 · · · はオイラー定数である。ただし，n = 0, 1, 2, · · · に対して，

Jn(z) =

∞∑
m=0

(−1)m

m!(m+ n)!

(z
2

)n+2m
, (D.9)

Nn(z) =
2

π
Jn(z) ln

z

2
− 1

π

n−1∑
m=0

(n−m− 1)!

m!

(z
2

)−n+2m

− 1

π

∞∑
m=0

ψ(m+ 1) + ψ(m+ n+ 1)

m!(m+ n)!
(−1)m

(z
2

)n+2m
, (D.10)

Kn(z) =
1

2

n−1∑
m=0

(−1)m(n−m− 1)!

m!

(z
2

)−n+2m

+(−1)n+1
∞∑

m=0

1

m!(m+ n)!

(z
2

)n+2m
[
ln
z

2
− ψ(m+ 1) + ψ(m+ n+ 1)

2

]
, (D.11)

ψ(z) =
d

dz
ln Γ(z) , ψ(1) = −γ (D.12)

であることを用いた。
(2.36)を例に，高次補正を計算する。まず，場の秩序パラメーター (2.126)は，(2.42)より

ϕ = f + λf3 + 3ℏλD(ε)f (D.13)

である。第 3項が高次補正である。今，

:ψ̃[x|φf ]:
def
= ψ − ϕ (D.14)

を定義すると，これは :ψ[x|φ]:とは高次補正の分だけ異なる。(2.36)の例では，

:ψ̃[x|φf ]: = ψ − ϕ
= φf + f + λ(φ3

f + 3φ2
ff + 3φff

2 + f3)− (f + λf3 + 3ℏλfD(ε))

= φf + λ(φ3
f + 3φ2

ff + 3φff
2 − 3ℏfD(ε))

= φf (1 + 3λf2) + λ(φ3
f + 3φ2

ff − 3ℏfD(ε)) (D.15)

である。

φ3
f = φ

(+)3
f + φ

(+)
f φ

(−)
f φ

(+)
f + φ

(−)
f φ

(+)2
f + φ

(−)2
f φ

(+)
f

+φ
(+)2
f φ

(−)
f + φ

(+)
f φ

(−)2
f + φ

(−)
f φ

(+)
f φ

(−)
f + φ

(−)3
f (D.16)

:φ3
f : = φ

(+)3
f + φ

(−)
f φ

(+)
f φ

(+)
f + φ

(−)
f φ

(+)2
f + φ

(−)2
f φ

(+)
f

+φ
(−)
f φ

(+)2
f + φ

(−)2
f φ

(+)
f + φ

(−)
f φ

(−)
f φ

(+)
f + φ

(−)3
f (D.17)

φ3
f− :φ3

f : = [φ
(+)
f φ

(−)
f φ

(+)
f − φ(−)

f φ
(+)
f φ

(+)
f ] + [φ

(+)2
f φ

(−)
f − φ(−)

f φ
(+)2
f ]

+[φ
(+)
f φ

(−)2
f − φ(−)2

f φ
(+)
f ] + [φ

(−)
f φ

(+)
f φ

(−)
f − φ(−)

f φ
(−)
f φ

(+)
f ]

= [φ
(+)
f , φ

(−)
f ]φ

(+)
f + [φ

(+)2
f , φ

(−)
f ] + [φ

(+)
f , φ

(−)2
f ] + φ

(−)
f [φ

(+)
f , φ

(−)
f ]

= ℏD(ε)φ
(+)
f + 2ℏD(ε)φ

(+)
f + 2ℏD(ε)φ

(−)
f + φ

(−)
f ℏD(ε)

= 3ℏD(ε)[φ
(+)
f + φ

(−)
f ]

= 3ℏD(ε)φf (D.18)

73



および，

φ2
f = φ

(+)2
f + φ

(+)
f φ

(−)
f + φ

(−)
f φ

(+)
f + φ

(−)2
f (D.19)

:φ2
f : = φ

(+)2
f + φ

(−)
f φ

(+)
f + φ

(−)
f φ

(+)
f + φ

(−)2
f (D.20)

φ2
f− :φ2

f : = φ
(+)
f φ

(−)
f − φ(−)

f φ
(+)
f

= ℏD(ε) (D.21)

より，(D.15)は，

:ψ̃[x|φf ]: = φf (1 + 3λf2) + λ[:φ3
f : +3ℏD(ε)φf + 3(:φ2

f : +ℏD(ε))f − 3ℏfD(ε)]

= φf (1 + 3λf2 + 3ℏλD(ε)) + λ(:φ3
f : +3 :φ2

f : f) (D.22)

となる。また，:ψ[x|φf ]:は，

:ψ[x|φf ]: = :φf + f + λ(φ3
f + 3φ2

ff + 3φff
2 + f3):

= φf + λ(:φ3
f : +3 :φ2

f : f + 3φff
2)

= φf (1 + 3λf2) + λ(:φ3
f : +3 :φ2

f : f) (D.23)

である。ただし，c数のN積は 0であるとした。(D.22)，(D.23)より

:ψ̃[x|φf ]: − :ψ[x|φf ]: = 3ℏλD(ε)φf (x) (D.24)
w
= 0 (D.25)

である。
準粒子方程式 (2.1)の真空期待値を取ると，巨視的物体に対する古典的方程式

Λ(∂)ϕ(x) = ⟨0(f)|j[ψ(x)]|0(f)⟩　 (D.26)

を得る。(D.14)より

⟨0(f)|j[ψ](x)|0(f)⟩ = ⟨0(f)|j[ϕ(•)+ :ψ̃[•|φf ]:](x)|0(f)⟩
= j[ϕ](x) + (高次補正) (D.27)

となる。従って，(D.26)は

Λ(∂)ϕ(x) = j[ϕ](x) + (高次補正) (D.28)

となり，tree近似での ϕの方程式は

Λ(∂)ϕ(x)
tree
= j[ϕ](x) (D.29)

となる。
(D.27)を示そう。以下では，N積はφf についてのものとし，必要がない限り引数は省略する。j[ψ](x)

には，ψn(x)のような項が含まれる。ψnに ψ = ϕ+ :ψ̃ :を代入すると，

ψn = (ϕ+ :ψ̃ :)(ϕ+ :ψ̃ :) · · · (ϕ+ :ψ̃ :)

= ϕn + nϕn−1 :ψ̃ : +
n(n− 1)

2
ϕn−2 :ψ̃ ::ψ̃ : + · · · (D.30)
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となる。この真空期待値は，

⟨0(f)|ψn|0(f)⟩ = ϕn +
n(n− 1)

2
ϕn−2⟨0(f)| :ψ̃ ::ψ̃ : |0(f)⟩+ · · · (D.31)

である。第 2項以降が，(D.27)の (高次補正)に対応する。tree近似では，

:A::B :
tree
= :AB : (D.32)

である。よって，

⟨0(f)|ψn|0(f)⟩ tree= ϕn (D.33)

となる。同様にして，(D.29)を得る。
今の例では，

:ψ̃ ::ψ̃ : = (1 + 3λf2)2φ2
f + λ(1 + 3λf2)φ4

f + 3λ(1 + 3λf2)fφ3
f − 3λℏfD(ε)(1 + 3λf2)φf

+ λ(1 + 3λf2)φ4
f + λ2φ6

f + 3λ2fφ5
f − 3λ2ℏfD(ε)φ3

f

+ 3λ(1 + 3λf2)fφ3
f + 3λ2fφ5

f + 9λ2fφ4
f − 9λ2ℏf2D(ε)φ2

f

− 3λℏf(1 + 3λf2)D(ε)φf − 3λ2ℏfD(ε)φ3
f − 9λ2ℏf2D(ε)φ2

f + 9λ2ℏ2f2D2(ε) (D.34)

であり，真空期待値は，φf の偶数次だけが残り，

⟨0(f)| :ψ̃ ::ψ̃ : |0(f)⟩ = ⟨0(f)|(1 + 3λf2)2φ2
f + λ(1 + 3λf2)φ4

f + λ2φ6
f + 9λ2fφ4

f

−18λ2ℏf2D(ε)φ2
f + 9λ2ℏ2f2D2(ε)|0(f)⟩

= ⟨0(f)|
[
(1 + 3λ2)2 − 18λ2ℏf2D(ε)

]
φ2
f + λ(1 + 12λf2)φ4

f + λ2φ6
f

+9λ2ℏ2f2D2(ε)|0(f)⟩ (D.35)

である。Wickの定理より得られる公式

⟨0(f)|φ2n
f |0(f)⟩ = (2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1 ℏnDn(ε) (D.36)

より，

⟨0(f)| :ψ̃ ::ψ̃ : |0(f)⟩ =
[
(1 + 3λf2)2 − 18λ2ℏf2D(ε)

]
ℏD(ε) + λ(1 + 12λf2)3ℏ2D2(ε)

+15λ2ℏ3D3(ε) + 9λ2ℏ2f2D2(ε)

= (1 + 3λf2)2ℏD(ε) + 3λ(1 + 9λf2)ℏ2D2(ε) + 15λ2ℏ3D3(ε) (D.37)

を得る。

D.2 角運動量のダイナミカルマップ
空間回転のユニタリー演算子をR(φ)とする：

R(φ) = exp(iJ ·φ). (D.38)

φの回転によって，各量は，

R−1(φ)ψ(xi, t)R(φ) = ψ(R̄ij(φ)xj , t), (D.39)

R−1qiR = (R̄−1)ijqj ,　 (D.40)

R−1piR = (R̄−1)ijpj ,　 (D.41)

R−1α(ki)R = α(R̄ijkj) (D.42)
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と変換される。ただし，x′i
def
= R̄ij(φ)xj に対する座標系は，xiに対する座標系をφの向きの軸のまわり

に，|φ|だけ回転させたものである。このとき，

xi − qi → R−1(xi − qi)R
= xi −R−1qiR

= xi − (R̄−1)ijqj

= (R̄−1)ij(R̄jkxk − qj) (D.43)

となる。(D.40)，(D.41)の変換に寄与する部分は，

L = q × p (D.44)

である。(D.42)の変換に寄与するのは，準粒子の部分

l = l[α(k), α†(k)] (D.45)

である。Lと lとは可換であり，

J
w
= L+ l (D.46)

である。準粒子は全運動量には寄与しない（(2.204)を見よ）が，このように角運動量には寄与する。
巨視的物体が球対称でない場合は，真空は回転対称性を破る。回転対称性の自発的破れにより，新し

いゼロ・エネルギーNGモードが生じ，交換関係

[si, sj ] = iεijksk (D.47)

を満たす，回転にかかわる量子力学的演算子となる。siは量子力学的スピンと呼ばれる。このとき，回
転の生成子は，

J
w
= L+ l+ s (D.48)

となる。以下では，簡単のため，sはないものとする。
回転の生成子 J は qを q × pの形で含んでいる。これは，J が大域的演算子ではないからである。実

スカラー場 ψの角運動量は，(C.49) によると

Ji = εijk

∫
d3x T 0

jxk , (D.49)

Tµ
ν ≡

∂L
∂(∂µψ)

∂νψ − Lδµν (D.50)

である。(D.49)は c数 xkを陽に含んでおり，Jiは大域的演算子ではない。
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