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1 ウィグナー関数とワイル量子化

Qを位置、P を運動量とする (演算子は大文字で書く)。状態 ρのウィグナー関数は、

W (q, p)
def
=

∫
dkdχ

(2π)2
e−i(kq+χp)Tr[ei(kQ+χP )ρ]

≡ Tr[Π(q, p)ρ] (1.1)

である。ここで、

Π(q, p)
def
=

∫
dkdχ

(2π)2
e−i(kq+χp)ei(kQ+χP ). (1.2)

古典量 f(q, p)をワイル順序で量子化したものQ[f(q, p)]は、

Q[f(q, p)]
def
=

∫
dqdp f(q, p)Π(q, p) (1.3)

である。Π(q, p)はエルミート演算子なので、f が実数ならQ[f(q, p)]はエルミート演算子である。
Q[f(q, p)]の状態 ρでの期待値は、

⟨Q[f(q, p)]⟩ = Tr(Q[f(q, p)]ρ) =

∫
dqdp f(q, p)W (q, p) (1.4)

と書ける。
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ワイル量子化の性質に、

Q[{f, g}] = [Q[f ],Q[g]]

iℏ
+O(ℏ) (1.5)

がある [4]。{f, g}はポアソン括弧で、[F,G]は交換子である。
また、

Q[qnpm] =

m∑
l=0

1

2m
mClP

lQnPm−l =

n∑
k=0

1

2n
nCkQ

kPmQn−k. (1.6)

である。この式は§ 2.4で示す。例えば、

Q[qp] =
1

2
(QP + PQ). (1.7)

2 ウィグナー関数の拡張

この章は、[2, 3]のまとめである。

2.1 素朴な拡張

一般の物理量A, Bに対して、ウィグナー関数の拡張する。素朴な拡張は、

W (a, b)
def
=

∫
dsdt

(2π)2
e−i(sa+tb)Tr[ei(sA+tB)ρ]

≡ Tr[Π(a, b)ρ], (2.1)

Π(a, b)
def
=

∫
dsdt

(2π)2
e−i(sa+tb)ei(sA+tB) (2.2)

である。古典量 f(a, b)を量子化したものQ[f(q, p)]は、

Q[f(a, b)]
def
=

∫
dadb f(a, b)Π(a, b) (2.3)

である。期待値は、

⟨Q[f(a, b)]⟩ = Tr(Q[f(a, b)]ρ) =

∫
dadb f(a, b)W (q, p) (2.4)

と書ける。
この定式化は、そのまま n変数に拡張できる [1, 4].

2.2 一般系

#(s, t)を、A, Bの関数で、A, Bを c数 a, bに置き換えた時 ei(sa+tb)となり、

#(s, 0) = eisA, (2.5)

#(0, t) = eitB (2.6)
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となる演算子とする。例えば、

#(s, t) =


ei(sA+tB)

eisAeitB

eitBeisA

Πn
k=1e

iαksAeiβktB (
∑n

k=1 αk = 1,
∑n

k=1 βk = 1)

(2.7)

や、これらの線形結合である。例えば、

#(s, t) =
1− α

2
eisAeitB +

1 + α

2
eitBeisA (2.8)

や、

#(s, t) =

∫ ∞

−∞
dk G(k)#k(s, t)

(∫ ∞

−∞
dk G(k) = 1

)
, (2.9)

#k(s, t)
def
= ei

s
2
(1−k)AeitBei

s
2
(1+k)A (2.10)

でも良い。
#(s, t) = eisAeitB の場合は、Kirkwood(1933)-Dirac(1945) の擬確率として古くから知られていた

[5, 6]. #(s, t) = eisAeitB の場合は、1949年にMoyalが扱った [7]. ただし、(A,B) = (Q,P )の場合は、
Weyl(1927)とWigner(1932)の研究がある [8, 9].

擬確率分布を

W#(a, b)
def
=

∫
dsdt

(2π)2
e−i(sa+tb)Tr[#(s, t)ρ]

≡ Tr[Π#(a, b)ρ], (2.11)

Π#(a, b)
def
=

∫
dsdt

(2π)2
e−i(sa+tb)#(s, t) (2.12)

で定義する。古典量 f(a, b)の量子化Q#[f(q, p)]は、

Q#[f(a, b)]
def
=

∫
dadb f(a, b)Π#(a, b) (2.13)

で定義する。期待値は、

⟨Q#[f(a, b)]⟩ = Tr(Q#[f(a, b)]ρ) =

∫
dadb f(a, b)W#(q, p) (2.14)

と書ける。
W#(a, b)を a(または b)で積分したものは、b(または a)の確率分布となる。実際、∫

db Π#(a, b) =

∫
dsdt

(2π)2

∫
db e−i(sa+tb)#(s, t)

=

∫
dsdt

2π
e−isaδ(t)#(s, t)

=

∫
ds

2π
e−isa#(s, 0)

=

∫
ds

2π
eis(A−a)

= δ(A− a) (2.15)

3



なので、 ∫
db W#(a, b) = Tr[δ(A− a)ρ] ≡ W (a) (2.16)

は aの確率分布である。 同様に、∫
da W#(a, b) = Tr[δ(B − b)ρ] ≡ W (b). (2.17)

また、

Q#[f(a)] = f(A), (2.18)

Q#[g(b)] = g(B) (2.19)

である。
Q#[a

nbm]は、

Q#[a
nbm] =

∫
dadb anbmΠ#(a, b)

=

∫
dadb

∫
dsdt

(2π)2
anbme−i(sa+tb)#(s, t)

=

∫
dadb

∫
dsdt

(2π)2
∂n+me−i(sa+tb)

∂(−is)n∂(−it)m
#(s, t)

=

∫
dsdt

(2π)2
∂n+m#(s, t)

∂(is)n∂(it)m

∫
dadb e−i(sa+tb)

=
∂n+m#(s, t)

∂(is)n∂(it)m

∣∣∣
s=0,t=0

(2.20)

で与えられる。

2.3 特に興味のある量子化

主に量子力学初期に考えられた様々な量子化がある：
Weyl and Wigner[8, 9]

(anbm)WW =

m∑
l=0

1

2m
mClB

lAnBm−l (2.21)

Kirkwood and Dirac[5, 6]

(anbm)KD = AnBm, BmAn (2.22)

Margenau and Hill[10]

(anbm)MH =
1

2
(AnBm +BmAn) (2.23)

Born and Jordan[11]

(anbm)BJ =
1

m+ 1

m∑
l=0

BlAnBm−l. (2.24)
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ここは、Q[X]を (X)と書いた。
これは全て、(2.9)のタイプの#(s, t)で与えられる。(2.20)より、

(anbm)# =

m∑
l=0

1

2m
mCl

∫ ∞

−∞
dk G(k)(1 + k)l(1− k)m−lBlAnBm−l

≡
m∑
l=0

1

2m
mClGm,lB

lAnBm−l, (2.25)

Gm,l
def
=

∫ ∞

−∞
dk G(k)(1 + k)l(1− k)m−l (2.26)

である。
Weyl and WignerはG(k) = δ(k)の場合である：

Gm,l = 1, (2.27)

(anbm)# =

m∑
l=0

1

2m
mClB

lAnBm−l (2.28)

となる。
Margenau and HillはG(k) = 1

2 [δ(k − 1) + δ(k − 1)]の場合である：

Gm,l =
1

2
· 2m(δl0 + δlm), (2.29)

(anbm)# =
1

2
(AnBm +BmAn) (2.30)

となる。
Born and Jordanは、

G(k) =

{
1
2 |x| ≤ 1

0 |x| > 1
(2.31)

の場合である 1)：

Gm,l
def
=

∫ 1

−1
dk

1

2
(1 + k)l(1− k)m−l

= 2m
∫ 1

0
dk xl(1− x)m−l

= 2mB(l + 1,m− l + 1)

= 2m
Γ(l + 1)Γ(m− l + 1)

Γ(m+ 2)

= 2m
l!(m− l)!

(m+ 1)m!

=
1

m+ 1

2m

mCl
, (2.32)

(anbm)# =
1

m+ 1

m∑
l=0

BlAnBm−l. (2.33)

1)この G(k)は sinx/xのフーリエ解析である
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2.4 位置と運動量の場合

(A,B) = (Q,P )の場合を考える。前節の様々な量子化は、次のようにまとめられる。g(x)を

g(0) = 1 (2.34)

を満たす任意の関数とし、

#(s, t) = g(
ℏst
2

)#0(s, t) (2.35)

とする。ここで、

#0(s, t) = ei(sQ+tP ) (2.36)

である。特に、

g(x) = 1, cosx,
sinx

x

の場合が、それぞれWeyl and Wigner, Margenau and Hill, Born and Jordanの場合である。g(x)を
フーリエ変換で書く：

g(x) =

∫ ∞

−∞
dk G(k)eikx. (2.37)

(2.34)は、 ∫ ∞

−∞
dk G(k) = 1. (2.38)

#(s, t)は、実は (2.9)である。実際、

#(s, t) =

∫ ∞

−∞
dk G(k)eik

ℏst
2 #0(s, t)

≡
∫ ∞

−∞
dk G(k)#k(s, t), #k(s, t)

def
= eik

ℏst
2 #0(s, t) (2.39)

と書け、

#k(s, t) = e−i k
2
sQ#0(s, t)e

i k
2
sQ = ei

k
2
tP#0(s, t)e

−i k
2
tP (2.40)

および

#0(s, t) = eisQ/2eitP eisQ/2 = eitP/2eisQeitP/2 (2.41)

より、#k(s, t)は、

#k(s, t) = ei
s
2
(1−k)QeitP ei

s
2
(1+k)Q (2.42)

= ei
t
2
(1+k)P eisQei

t
2
(1−k)P (2.43)

である。最後の 2式のQ, P の対称性と (2.21)より (1.6)が従う。
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A Q, P関数および s-順序積

この章では、ノート [4]で示した公式を引用する。
a, a†を

[a, a†] = 1 , [a, a] = 0 = [a†, a†] (A.1)

を満たす生成・消滅演算子とする。さらに、

D(α)
def
= exp(αa† − α∗a), (A.2)

D(α, s)
def
= D(α) exp(

1

2
s|α|2), (A.3)

∆s(z)
def
=

∫
d2α

π
D(α, s) exp(−αz∗ + α∗z) (A.4)

とする 2)コヒーレント状態は、

|α⟩ = D(α)|0⟩ (a|0⟩ = 0, ⟨0|0⟩ = 1) (A.6)

で定義される。a, a†で記述される系の状態を ρとすると、

ρs(z)
def
= Tr[ρ∆−s(z)] (A.7)

=

∫
d2α

π
e−αz∗+α∗ze−

1
2
s|α|2Tr[eαa

†−α∗aρ] (A.8)

は、ρと同じ情報を持つ 3)。つまり、

ρ =

∫
d2z

π
ρs(z)∆s(z) (A.9)

となる。一般に、a, a†の任意関数Aに対して、

A =

∫
d2z

π
As(z)∆s(z), (A.10)

As(z)
def
= Tr[A∆−s(z)] (A.11)

となる。また、

Tr[AB] =

∫
d2z

π
As(z)B−s(z) =

∫
d2z

π
A−s(z)Bs(z) (A.12)

である。これらの公式が成立するのは、公式

A =

∫
d2α

π
Tr[AD†(α)]D(α) (A.13)

のお陰である。
2)α = x+ iy = reiθ とすると、∫

d2α · · · ≡
∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy · · · =

∫ ∞

0

dr

∫ 2π

0

dθ r · · · (A.5)

である。
3)これは一般の擬確率では成立しない、(A,B) = (Q,P )の場合に特別な現象である
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s = −1, 1, 0はそれぞれ P関数, Q関数, Wigner関数である。(A.8)より、

W (z) ≡ ρ0(z) =

∫
d2α

π
e−αz∗+α∗zTr[eαa

†−α∗aρ] (A.14)

である。また、

∆−1(z) = |z⟩⟨z| (A.15)

が示せるので、(A.9)より、

ρ =

∫
d2z

π
P (z)|z⟩⟨z| , P (z) ≡ ρ−1(z) (A.16)

で、(A.7)より、

Q(z) ≡ ρ1(z) = ⟨z|ρ|z⟩ (A.17)

を得る。
s-順序積を

{(a†)nam}s
def
= (−1)m

∂n+m

∂αn∂α∗mD(α,−s)
∣∣
α=0

(A.18)

で定義すると、 ∫
d2z

π
z∗nzm∆−s(z) = {(a†)nam}s, (A.19)

(A.20)

とかける。これは、

({(a†)nam}s)−s(z) = z∗nzm (A.21)

を意味する。これと (A.12)より、

⟨{(a†)nam}s⟩ =

∫
d2z

π
ρs(z)z

∗nzm (A.22)

を得る。
ところで、

D(α,−s) = D(α)e−
1
2
s|α|2

= e
−1−s

2
|α|2eαa

†
e−α∗a = e

1−s
2 e−α∗aeαa

†
(A.23)

であるから、

{(a†)nam}1 = (−1)m
∂n+m

∂αn∂α∗m e−α∗aeαa
†∣∣

α=0

= am(a†)n, (A.24)

{(a†)nam}−1 = (−1)m
∂n+m

∂αn∂α∗m eαa
†
e−α∗a

∣∣
α=0

= (a†)nam (A.25)
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である。よって、

⟨(a†)nam⟩ =

∫
d2z

π
P (z)z∗nzm, (A.26)

⟨am(a†)n⟩ =

∫
d2z

π
Q(z)z∗nzm (A.27)

である。また、

{(a†)nam}0 = (−1)m
∂n+m

∂αn∂α∗m eαa
†−α∗a

∣∣
α=0

=
∞∑
k=0

1

k!
(−1)m

∂n+m

∂αn∂α∗m (αa† − α∗a)k
∣∣
α=0

=
(−1)m

(n+m)!

∂n+m

∂αn∂α∗m (αa† − α∗a)n+m
∣∣
α=0

=
1

(n+m)!

∂n+m

∂αn∂α∗m (αa† + α∗a)n+m
∣∣
α=0

(A.28)

である。例えば、

{a†a}0 =
a†a+ aa†

2
(A.29)

であり、{(a†)nam}0は、a, a†について対称である。これはWeyl順序と呼ばれる。

B α-順序積

Aα(x, p)
def
=

∫
dq eipq⟨x− 1 + α

2
q|A|x+

1− α

2
q⟩ (B.1)

とする。これは α = 0, A = ρでWigner関数となる [4]. これは擬確率の性質を持つ：

Aα(x)
def
=

∫
dp

2π
Aα(x, p)

=

∫
dp

2π

∫
dq eipq⟨x− 1 + α

2
q|A|x+

1− α

2
q⟩

= ⟨x|A|x⟩ (B.2)

であり、

Aα(p)
def
=

∫
dx

(2π)2
Aα(x, p)

=
dp

(2π)2

∫
dx

∫
dq eipq⟨x− 1 + α

2
q|A|x+

1− α

2
q⟩ (B.3)

である。今、

x1 = x+
1− α

2
q , x2 = x− 1 + α

2
q (B.4)

とすると、

x =
x1 + x2

2
+

α

2
q , q = x1 − x2 (B.5)
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であり、(−1 < αとして、)

Aα(p) =
1

(2π)2

∫
dx1

∫
dx2 eip(x1−x2)⟨x2|A|x1⟩

=

∫
dx1

∫
dx2 ⟨p|x2⟩⟨x2|A|x1⟩⟨x1|p⟩

= ⟨p|A|p⟩ (B.6)

となる。
今、

∆α(x, p)
def
=

∫
dq eiqp|x+

1 + α

2
q⟩⟨x− 1− α

2
q| (B.7)

とすると、

A′
α

def
=

∫
dxdp

2π
Aα(x, p)∆α(x, p) (B.8)

は、

A′
α =

∫
dxdp

2π

∫
dq

∫
dy eip(q+y)|x+

1 + α

2
y⟩⟨x− 1− α

2
q|A|x+

1 + α

2
q⟩⟨x− 1− α

2
y|

=

∫
dx

∫
dq |x− 1− α

2
q⟩⟨x− 1− α

2
q|A|x+

1 + α

2
q⟩⟨x+

1 + α

2
q|

=

∫
dx1

∫
dx2 |x1⟩⟨x1|A|x2⟩⟨x2|

= A (B.9)

となる。つまり、

A =

∫
dxdp

2π
Aα(x, p)∆α(x, p) (B.10)

である。更に、

Aα(x, p) = Tr[A∆−α(x, p)] = Tr[A∆†
α(x, p)] (B.11)

であるから、

A =

∫
dxdp

2π
Tr[A∆†

α(x, p)]∆α(x, p). (B.12)

今、

A = Ea,b def
= ei(aX+bP ) (B.13)

に対して、

Ea,b
α (x, p) =

∫
dq eipq⟨x− 1 + α

2
q|ei(aX+bP )|x+

1− α

2
q⟩ (B.14)

を考えると、

Ea,b
α (x, p) =

∫
dq eipqeiab/2⟨x− 1 + α

2
q|eiaXeibP |x+

1− α

2
q⟩

=

∫
dq eipqeiab/2eia(x−

1+α
2

q)⟨x− 1 + α

2
q|x+

1− α

2
q − b⟩

=

∫
dq eipqeiab/2eia(x−

1+α
2

q)δ(q − b)

= eipbeiab/2eia(x−
1+α
2

b)

= ei(ax+bp−αab/2) (B.15)

10



となる。特に、α = −1, 0, 1に対して、

(eiaXeibP )−1(x, p) = (ei(aX+bP ))0(x, p) = (eibP eiaX)1(x, p) = eiax+ibp (B.16)

となる。α-順序積を

{XnPm}α
def
=

∫
dxdp

2π
xnpm∆α(x, p) (B.17)

で定義する。特に、 ∫
dxdp

2π
eiaxeibp∆−1(x, p) = eiaXeibP , (B.18)∫

dxdp

2π
eiaxeibp∆0(x, p) = ei(aX+bP ), (B.19)∫

dxdp

2π
eiaxeibp∆1(x, p) = eibP eiaX (B.20)

より、

{XnPm}−1 = XnPm , {XnPm}1 = PmXn (B.21)

および、

{XnPm}0 =
1

(n+m)!

∂n+m(aX + bP )n+m

∂an∂bm
∣∣
a,b=0

(B.22)

を得る。
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