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Abstract

本記事は物理学アドベントカレンダー 2025の 16日目の記事である。鈴木増雄の量子解
析について入門的な解説をする。
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1 量子解析
演算子Aを δAだけ動かしたとき、f(A)が、

δf(A) := f(A+ δA)− f(A) = F̂AδA (1.1)

だけ変化したとする。超演算子 F̂Aを求める。まず、

f(A) =
1

i2π

∮
C

dz
f(z)

z − A
(1.2)

である。ただし、閉曲線Cの中にはAの固有値が全て含まれ、C上およびCの内部で f(z)は
解析的である。恒等式
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A
− 1

B
= − 1
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B
(1.3)

より、
1

A+B
=

1

A
− 1

A+B
B

1

A

=
1
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− 1
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B
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+

1

A
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A
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A
− · · · (1.4)
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なので、

δ
1

z − A
=

1

z − A
δA

1

z − A
(1.5)

となる。よって、

δf(A) =
1

i2π

∮
dz f(z)

1

z − A
δA

1

z − A

=
1

i2π

∮
dz f(z)

1

z − LA

1

z −RA

δA (1.6)

である。ここで、
LA• := A•, RA• := •A (1.7)

であり、LAとRAとは可換である。よって、

F̂A =
1

i2π

∮
dz f(z)

1

z − LA

1

z −RA

(1.8)

となる1) 。これより、

F̂A =
f(LA)− f(RA)

LA −RA

=
δf(A)

δA
, δA := LA −RA (1.9)

であり、

F̂A =

∫ 1

0

dt f ′(tLA + (1− t)RA) (1.10)

を得る [1, 2]。
例えば、f(x) = exとすると、(1.10)より、

δeA =

∫ 1

0

dt e(1−t)AδAetA (1.11)

を得る。f(x) = ln xとすると、(1.9)より、

δ lnA =
lnLA − lnRA

LA −RA

δA

=
1

LA −RA

∫ ∞

0

ds
[ 1

RA + s
− 1

LA + s

]
δA

=

∫ ∞

0

ds
1

LA + s

1

RA + s
δA

=

∫ ∞

0

ds
1

A+ s1
δA

1

A+ s1
(1.12)

1)簡単のため、AはN 次元の正方行列で、対角化可能とする。このとき、
A|ri⟩ = λi|ri⟩, ⟨li|A = λi⟨li|, ⟨li|rj⟩ = δij

で定義される左右の固有状態を用いて、A =
∑

i λi|ri⟩⟨li|と書ける [3]。また、
A|ri⟩⟨lj | = λi|ri⟩⟨lj |, |ri⟩⟨lj |A = λj |ri⟩⟨lj |

なので、|ri⟩⟨lj |は LAの固有値 λi(N 重縮退)の固有「ベクトル」であり、RAの固有値 λj(N 重縮退)の固有「ベ
クトル」である。
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となる。(1.11), (1.12)の別の導出はノート [4]および付録Aを参照のこと。
なお、F̂Aは、

df(A)

dA
(1.13)

とも書かれ、この記号では、

δf(A) =
df(A)

dA
δA (1.14)

である。また、(1.10)より、

Tr[δf(A)] = Tr[f ′(A)δA] (1.15)

となる。

A eAおよび lnAの変分
A.1 eAの微分
ここでは、A = A(α)がパラメーラーの組 α = (α1, α2, · · · , αN)に依存するとき、

∂eA

∂αn

=

∫ 1

0

dt e(1−t)A ∂A

∂αn

etA (A.1)

であることを示す [5]。これは本質的は (1.11)と同じである。まず、

Cn(t) := e−tA ∂

∂αn

etA (A.2)

とすると、
dCn

dt
= e−tA(−A)

∂

∂αn

etA + e−tA ∂

∂αn

(AetA)

= e−tA ∂A

∂αn

etA (A.3)

なので、

e−A ∂

∂αn

eA = Cn(1)

= C(0) +

∫ 1

0

dt e−tA ∂A

∂αn

etA (A.4)

であり、C(0) = 0なので、上式に左から eAをかけて、(A.1)を得る。
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A.2 ln(A+ εB)の展開
zのが負の実軸上にないなら、

ln z =

∫ ∞

0

dt
( 1

1 + t
− 1

z + t

)
(A.5)

であるから、Aの固有値が負の実軸上にないなら、

lnA =
1

i2π

∮
C

dz

∫ ∞

0

dt
( 1

1 + t
− 1

z + t

)
(z1− A)−1

=

∫ ∞

0

dt
( 1

1 + t
− 1

A+ t1

)
(A.6)

であり、

ln(A+ εB)− lnA =

∫ ∞

0

dt
( 1

A+ t1
− 1

A+ εB + t1

)
=

∫ ∞

0

dt
1

A+ t1
εB

1

A+ εB + t1
(A.7)

を得る [6]。ここで、(1.3)を用いた。(1.4)より、

ln(A+ εB) = lnA+ ε

∫ ∞

0

dt
1

A+ t1
B

1

A+ t1
− ε2

∫ ∞

0

dt
1

A+ t1
B

1

A+ t1
B

1

A+ t1
+O(ε3)

(A.8)

となる。これより (1.12)を得る。
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