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1 射影演算子法による量子マスター方程式の導出

1.1 von Neumann方程式

注目系のハミルトニアンをHS , 熱浴のハミルトニアンHB, 相互作用をH1とし、

H(t) = H0 +H1(t), H0 = HS +HB (1.1)

とする。全系の密度演算子ρ(t)を、計数場χを使って一般化したものρ(χ, t)は、変形されたvon Neumann

方程式

d

dt
ρ(χ, t) = −i

[
Hχ(t)ρ(χ, t)− ρ(χ, t)H−χ(t)

]
, (1.2)

Ha,χ(t)
def
= eiχA/2Ha(t)e

−iχA/2 (a = 0, 1, S,B,無印) (1.3)

を満たし、初期条件は、

ρ(χ, 0) =
∑
n

Pnρ(0)Pn (1.4)

である。Aは熱浴の物理量であり、PnはAの固有値 anの空間への射影演算子である：

APn = anPn, P 2
n = Pn, P †

n = Pn. (1.5)

Trρ(χ, τ)は、時刻 t = τと t = 0におけるAの測定値の差についての母関数である。もしも、ρ(χ, 0) = ρ(0)

なら (これは多くの場合満たされる)、χ = 0で ρ(χ, t)は全系の密度演算子となる:

ρ(0, t) = ρ(t). (1.6)

1.2 相互作用描像

超演算子

Ĥa•
def
= Ha,χ(t) • − •Ha,−χ(t) (a = 0, 1, S,B,無印) (1.7)

を導入する (ĤS• = [HS , •]である)。(1.2)の解は、

ρ(χ, t) = V̂ (t)ρ(χ, 0), (1.8)

d

dt
V̂ (t) = −iĤ(t)V̂ (t) , V̂ (0) = 1 (1.9)

である。今、Û(t)を、

V̂ (t) = e−iĤ0tÛ(t) (1.10)

で定義する。これと (1.8)より、

ρ(χ, t) = e−iĤ0tρI(χ, t), (1.11)

ρI(χ, t)
def
= Û(t)ρ(χ, 0) (1.12)
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となる。(1.10)を微分して、

−iĤe−iĤ0tÛ(t) = −iĤ0e
−iĤ0tÛ(t) + e−iĤ0tdÛ(t)

dt
,

−iĤ1e
−iĤ0tÛ(t) = e−iĤ0tdÛ(t)

dt
, (1.13)

dÛ(t)

dt
= −iĤI

1 (t)Û(t) (1.14)

を得る。初期条件は、Û(0) = 1である。また、ここで、

ĤI
1 (t)

def
= eiĤ0tĤ1e

−iĤ0t (1.15)

である。今、

Û(t, s) = Û(t)Û−1(s) (1.16)

とすると、これは、

∂

∂t
Û(t, s) = −iĤI

1 (t)Û(t, s) (1.17)

を満たす。また、

Û(t, s) = Û(t, t′)Û(t′, s), (1.18)

Û(t, t) = 1 (1.19)

を満たす。これらより、

Û(s, t) = Û−1(t, s) (1.20)

である。

1.3 射影演算子法：一般論

1.3.1 近似なし

射影演算子 P を

P2 = P (1.21)

を満たす任意の演算子とし、

Q def
= 1− P (1.22)

とすると、

Q2 = (1− P)2 = 1− 2P + P2 = 1− P
= Q, (1.23)

QP = P − P2 = 0, (1.24)

PQ = P − P2 = 0 (1.25)

3



が得られる。今、

x̂(t)
def
= QÛ(t) , ŷ(t)

def
= PÛ(t) (1.26)

とする。(1.14)は、

d

dt
Û(t) = −iĤI

1 (t)[Q+ P]Û(t)

= −iĤI
1 (t)x̂(t)− iĤI

1 (t)ŷ(t) (1.27)

または、(1.23),(1.21)を用いて、

d

dt
Û(t) = −iĤI

1 (t)[Q2 + P2]Û(t)

= −iĤI
1 (t)Qx̂(t)− iĤI

1 (t)P ŷ(t) (1.28)

ともかける。これに左からQを作用させて、

d

dt
x̂(t) = −iĤI

1,QQ(t)x̂(t)− iĤI
1,QP (t)ŷ(t) (1.29)

を得る。ここで、

ĤI
1,QQ(t)

def
= QĤI

1 (t)Q , ĤI
1,QP

def
= QĤI

1 (t)P (1.30)

である。(1.29)より、Ŵ (t)を任意の演算子として、

d

dt
[Ŵ (t)x̂(t)] = −iŴ (t)[ĤI

1,QQ(t)x̂(t) + ĤI
1,QP (t)ŷ(t)] +

dŴ (t)

dt
x̂(t)

= Ŵ (t)[−iĤI
1,QQ(t) + Ŵ−1(t)

dŴ (t)

dt
]x̂(t)− iŴ (t)ĤI

1,QP (t)ŷ(t) (1.31)

である。今、ŴQQ(t)を

−iĤI
1,QQ(t) + Ŵ−1

QQ(t)
dŴQQ(t)

dt
= 0,

dŴQQ(t)

dt
= iŴQQ(t)Ĥ

I
1,QQ(t) (1.32)

を満たす、初期条件

ŴQQ(0) = 1 (1.33)

の解とする。このとき、(1.31)より、

d

dt
[ŴQQ(t)x̂(t)] = −ŴQQ(t)iĤ

I
1,QP (t)ŷ(t) (1.34)

を得る。これを解くと、

ŴQQ(t)x̂(t)− ŴQQ(0)x̂(0) = −i

∫ t

0
ds ŴQQ(s)Ĥ

I
1,QP (s)ŷ(s)

であり、(1.33)と (1.26)より ŴQQ(0)x̂(0) = Qである。上式を x̂(t)について解いて、

x̂(t) = Ŵ−1
QQ(t)Q− i

∫ t

0
ds Ŵ−1

QQ(t)ŴQQ(s)Ĥ
I
1,QP (s)ŷ(s) (1.35)
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を得る。今、

ÛQQ(t)
def
= Ŵ−1

QQ(t), (1.36)

ÛQQ(s, t)
def
= ÛQQ(s)Û

−1
QQ(t) (1.37)

とする。このとき、

ÛQQ(t, t) = 1, (1.38)

ÛQQ(t, u)ÛQQ(u, s) = ÛQQ(t, s), (1.39)

ÛQQ(s, t) = Û−1
QQ(t, s) (1.40)

となる。これより、

Ŵ−1
QQ(t)ŴQQ(s) = ÛQQ(t, 0)ÛQQ(0, s)

= ÛQQ(t, s) (1.41)

である。
(1.41),(1.36)および ŷ(t)の定義 (1.26)を使うと、(1.35)は

x̂(t) = ÛQQ(t)Q− i

∫ t

0
ds ÛQQ(t, s)Ĥ

I
1,QP (s)ŷ(s) (1.42)

となる。(1.42),(1.26)の ŷ(t)の定義を、(1.27)の右辺に代入して、

d

dt
Û(t) = −iĤI

1 (t)ÛQQ(t)Q−
∫ t

0
ds ĤI

1 (t)ÛQQ(t, s)Ĥ
I
1,QP (s)PÛ(s)

−iĤI
1 (t)PÛ(t) (1.43)

を得る。
両辺を ρ(χ, 0)に作用させると、

d

dt
ρI(χ, t) = −iĤI

1 (t)ÛQQ(t)Qρ(χ, 0)−
∫ t

0
ds ĤI

1 (t)ÛQQ(t, s)Ĥ
I
1,QP (s)PρI(χ, s)

−iĤI
1 (t)PρI(χ, t) (1.44)

となる。これに P を作用させて、

d

dt
PρI(χ, t) = −iPĤI

1 (t)ÛQQ(t)Qρ(χ, 0)−
∫ t

0
ds PĤI

1 (t)ÛQQ(t, s)Ĥ
I
1,QP (s)PρI(χ, s)

−iPĤI
1 (t)PρI(χ, t) (1.45)

を得る。ここまでは恒等式で、厳密に正しい。

1.3.2 摂動論

ÛQQ(t, s)を ĤI
1 (t)について展開する。まず、ÛQQ(t, s)の従う微分方程式を求める。(1.37),(1.36)より、

ÛQQ(t, s) = Ŵ−1
QQ(t)ŴQQ(s),

∂

∂t
ÛQQ(t, s) =

[ ∂
∂t

Ŵ−1
QQ(t)

]
ŴQQ(s) (1.46)
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である。ŴQQ(t)Ŵ
−1
QQ(t) = 1を微分して、

0 = [
d

dt
ŴQQ(t)]Ŵ

−1
QQ(t) + ŴQQ(t)

d

dt
Ŵ−1

QQ(t), (1.47)

d

dt
Ŵ−1

QQ(t) = −Ŵ−1
QQ(t)

[ d

dt
ŴQQ(t)

]
Ŵ−1

QQ(t)

= −iŴ−1
QQ(t)iŴQQ(t)Ĥ

I
1,QQ(t)Ŵ

−1
QQ(t)

= −iĤI
1,QQ(t)Ŵ

−1
QQ(t) (1.48)

を得る。これを (1.46)に代入して、

∂

∂t
ÛQQ(t, s) = −iĤI

1,QQ(t)Ŵ
−1
QQ(t)ŴQQ(s)

= −iĤI
1,QQ(t)ÛQQ(t, s) (1.49)

を得る。これと初期条件 ÛQQ(s, s) = 1より

ÛQQ(t, s) = 1− i

∫ t

s
du ĤI

1,QQ(u)ÛQQ(u, s) (1.50)

この右辺自身を右辺の ÛQQ(u, s)に代入して、

ÛQQ(t, s) = 1− i

∫ t

s
du ĤI

1,QQ(u)−
∫ t

s
du1

∫ u1

s
du2 Ĥ

I
1,QQ(u1)Ĥ

I
1,QQ(u2)ÛQQ(u2, s)

= 1− i

∫ t

s
du ĤI

1,QQ(u)−
∫ t

s
du1

∫ u1

s
du2 Ĥ

I
1,QQ(u1)Ĥ

I
1,QQ(u2) +O(ĤI

1 )
3 (1.51)

を得る。O(ĤI
1 )

3は ĤI
1 (t)について 3次以上の項である。(1.45)右辺第 1項は、

−iPĤI
1 (t)ÛQQ(t)Qρ(χ, 0)

= −iPĤI
1 (t)Qρ(χ, 0)−

∫ t

0
ds PĤI

1 (t)Ĥ
I
1,QQ(s)Qρ(χ, 0) +O(ĤI

1 )
3 (1.52)

右辺第 2項は、

−
∫ t

0
ds PĤI

1 (t)ÛQQ(t, s)Ĥ
I
1,QP (s)PρI(χ, s)

= −
∫ t

0
ds PĤI

1 (t)Ĥ
I
1,QP (s)PρI(χ, s) +O(ĤI

1 )
3

= −
∫ t

0
ds PĤI

1 (t)(1− P)ĤI
1 (s)PρI(χ, s) +O(ĤI

1 )
3

= −
∫ t

0
ds [PĤI

1 (t)Ĥ
I
1 (s)PρI(χ, s)− PĤI

1 (t)PĤI
1 (s)PρI(χ, s)] +O(ĤI

1 )
3 (1.53)

となる。以上より、(1.45)は、

d

dt
PρI(χ, t) = −iPĤI

1 (t)Qρ(χ, 0)−
∫ t

0
ds PĤI

1 (t)Ĥ
I
1,QQ(s)Qρ(χ, 0)

−
∫ t

0
ds [PĤI

1 (t)Ĥ
I
1 (s)PρI(χ, s)− PĤI

1 (t)PĤI
1 (s)PρI(χ, s)]

−iPĤI
1 (t)PρI(χ, t) +O(ĤI

1 )
3 (1.54)

となる。
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1.4 量子マスター方程式

1.4.1 相互作用描像

今、P として、

P• = ρB ⊗ TrB(•) (1.55)

を選ぶ。また、

ρ(0) = ρB ⊗ ρS(0) (1.56)

を仮定する。このとき、(1.4)より、

ρ(χ, 0) = ρB ⊗ ρS(0) (1.57)

となる。このとき、

Qρ(χ, 0) = ρ(χ, 0)− ρB ⊗ TrB(ρB)ρS(0)

= 0, (1.58)

PρI(χ, s) = ρB ⊗ TrB(ρ
I(χ, s))

= ρB ⊗ ρIS(χ, s) (1.59)

となる。ここで、

ρIS(χ, t)
def
= TrB(ρ

I(χ, t)) (1.60)

である。(1.58)より、(1.54)の第 1,2項は 0になる。
ここで、

[A,HB] = 0 (1.61)

と

H1 = Rµaµ (1.62)

を仮定する。µについては和を取るものとする。aµは注目系の演算子、Rµは熱浴系の演算子である。こ
のとき、

ĤB• = [HB, •], (1.63)

Ĥ1• = [H1, •]χ ≡ H1,χ • − •H1,−χ, (1.64)

H1,χ = Rµ,χaµ (1.65)

となる。(1.63)より、演算子X に対して

e−iĤ0tX = e−iH0tXeiH0t ≡ XI(−t) (1.66)

であり、従って

ĤI
1 (t)X = eiĤ0tĤ1e

−iĤ0tX

= eiĤ0tĤ1(e
−iH0tXeiH0t)

= eiĤ0t[H1, e
−iH0tXeiH0t]χ

= [HI
1 (t), X]χ (1.67)
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を得る。ここで、

[X,Y ]χ = XχY − Y X−χ , Xχ ≡ eiχA/2Xe−iχA/2, (1.68)

HI
1 (t) = RI

µ(t)a
I
µ(t) (1.69)

である。これらと (1.59)より、

PĤI
1 (s)PρI(χ, s) = P[HI

1 (s), ρBρ
I
S(χ, s)]χ

= ρBTrB[H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

= ρBTrB
(
HI

1,χ(s)ρBρ
I
S(χ, s)− ρBρ

I
S(χ, s)H

I
1,−χ(s)

)
= ρB

[
TrB{RI

µ,χ(s)ρB}aIµ(s)ρIS(χ, s)− TrB{ρBRI
µ,−χ(s)}ρIS(χ, s)aIµ(s)

]
= 0. (1.70)

最後の等号で、

⟨RI
µ,χ(t)⟩B = 0 , ⟨· · ·⟩B

def
= TrB[ρB · · · ] (1.71)

を仮定した。これは多くの場合に満たされる。
また、

PĤI
1 (t)Ĥ

I
1 (s)PρIS(χ, s) = PĤI

1 (t)[H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

= P
[
HI

1 (t), [H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

]
χ

= ρBTrB
[
HI

1 (t), [H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

]
χ

(1.72)

となる。以上より、(1.54)は、

ρB
d

dt
ρIS(χ, t) = −ρB

∫ t

0
ds TrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

]
χ
,

d

dt
ρIS(χ, t) = −

∫ t

0
ds TrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

]
χ

(1.73)

となる。これが Born方程式である。

1.4.2 シュレーディンガー描像

今、

ρS(χ, t)
def
= TrB[ρ(χ, t)] (1.74)

とする。(1.8)より、

ρS(χ, t) = TrB[e
−iĤ0tρI(χ, t)]

= TrB[e
−iH0tρI(χ, t)eiH0t]

= TrB[e
−iHBte−iHStρI(χ, t)eiHSteiHBt] (1.75)
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である。|n⟩を熱浴系の完全系とすると、

TrB[e
−iHBte−iHStρI(χ, t)eiHSteiHBt] =

∑
n

⟨n|e−iHBte−iHStρI(χ, t)eiHSteiHBt|n⟩

=
∑
n,m

⟨n|e−iHBte−iHStρI(χ, t)eiHSt|m⟩⟨m|eiHBt|n⟩

=
∑
n,m

⟨m|eiHBt|n⟩⟨n|e−iHBte−iHStρI(χ, t)eiHSt|m⟩

=
∑
m

⟨m|eiHBte−iHBte−iHStρI(χ, t)eiHSt|m⟩

= TrB[e
−iHStρI(χ, t)eiHSt]

= e−iHStTrB[ρ
I(χ, t)]eiHSt

= e−iHStρIS(χ, t)e
iHSt (1.76)

となるから、

ρS(χ, t) = e−iHStρIS(χ, t)e
iHSt (1.77)

を得る。これと (1.73)から、

i
d

dt
ρS(χ, t) = [HS , ρS(χ, t)] + ie−iHSt

dρIS(χ, t)

dt
eiHSt

= [HS , ρS(χ, t)]− i

∫ t

0
ds e−iHStTrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (s), ρBρ

I
S(χ, s)]χ

]
χ
eiHSt

= [HS , ρS(χ, t)]− i

∫ t

0
ds e−iHStTrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (s), ρBe

iHSsρS(χ, s)e
−iHSs]χ

]
χ
eiHSt

(1.78)

となる。

1.4.3 Born-Markov近似

(1.73)で、s = t− uとして、

d

dt
ρIS(χ, t) = −

∫ t

0
du TrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (t− u), ρBρ

I
S(χ, t− u)]χ

]
χ

(1.79)

を得る。ρIS(χ, t− u)を ρIS(χ, t)で近似して、

d

dt
ρIS(χ, t) = −

∫ t

0
du TrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (t− u), ρBρ

I
S(χ, t)]χ

]
χ

(1.80)

を得る。これをRedfield方程式という。更に、
∫ t
0 duを

∫∞
0 duで近似した、

d

dt
ρIS(χ, t) = −

∫ ∞

0
du TrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (t− u), ρBρ

I
S(χ, t)]χ

]
χ

(1.81)

が Born-Markov近似である。このとき、(1.73)の対応物は、

i
d

dt
ρS(χ, t) = [HS , ρS(χ, t)] + ie−iHSt

dρIS(χ, t)

dt
eiHSt

= [HS , ρS(χ, t)]− i

∫ ∞

0
du e−iHStTrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (t− u), ρBρ

I
S(χ, t)]χ

]
χ
eiHSt

= [HS , ρS(χ, t)]− i

∫ ∞

0
du e−iHStTrB

[
HI

1 (t), [H
I
1 (t− u), ρBe

iHStρS(χ, t)e
−iHSt]χ

]
χ
eiHSt

(1.82)
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となる。

1.5 TCL型

1.5.1 近似なし

(1.43)は TC(time convolution)型と言われる。TCL(time convolutionless)型の方程式は、以下よう
に得られる。
(1.28)は、

d

dt
Û(t) = −iĤI

1 (t)Qx̂(t)− iĤI
1 (t)P ŷ(t) (1.83)

であった。これに左からQを作用させて、(1.29), すなわち、

d

dt
x̂(t) = −iQĤI

1 (t)Qx̂(t)− iQĤI
1 (t)P ŷ(t) (1.84)

を得る。(1.83)に左から P を作用させて、
d

dt
ŷ(t) = −iPĤI

1 (t)Qx̂(t)− iPĤI
1 (t)P ŷ(t) (1.85)

を得る。(1.42)は、

x̂(t) = ÛQQ(t)Q− i

∫ t

0
ds ÛQQ(t, s)Ĥ

I
1,QP (s)ŷ(s) (1.86)

であった。上式の第 2項で、

ŷ(s) = PÛ(s)

= PÛ−1(t, s)Û(t)

= PÛ−1(t, s)[x̂(t) + ŷ(t)] (1.87)

なので、

x̂(t) = ÛQQ(t)Q− i

∫ t

0
ds ÛQQ(t, s)Ĥ

I
1,QP (s)PÛ−1(t, s)[x̂(t) + ŷ(t)]

= ÛQQ(t)Q+ Ŝ(t)x̂(t) + Ŝ(t)ŷ(t), (1.88)

Ŝ(t)
def
= −i

∫ t

0
ds ÛQQ(t, s)Ĥ

I
1,QP (s)PÛ−1(t, s) (1.89)

となる。(1.88)より、

[1− Ŝ(t)]x̂(t) = ÛQQ(t)Q+ Ŝ(t)ŷ(t),

x̂(t) = [1− Ŝ(t)]−1ÛQQ(t)Q+ [1− Ŝ(t)]−1Ŝ(t)ŷ(t) (1.90)

を得る。これを (1.85)に代入して、

d

dt
ŷ(t) = −iPĤI

1 (t)Q[1− Ŝ(t)]−1ÛQQ(t)Q− iPĤI
1 (t)Q[1− Ŝ(t)]−1Ŝ(t)ŷ(t)− iPĤI

1 (t)P ŷ(t)

= Î(t) + Ĵ(t)ŷ(t) (1.91)

を得る。ここで、

Î(t)
def
= −iPĤI

1 (t)Q[1− Ŝ(t)]−1ÛQQ(t)Q, (1.92)

Ĵ(t)
def
= −iPĤI

1 (t)P − iPĤI
1 (t)Q[1− Ŝ(t)]−1Ŝ(t) (1.93)

である。(1.91)が TCL型の方程式である。
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1.5.2 Born近似

さて、

[1− Ŝ(t)]−1 = 1 + Ŝ(t) + [Ŝ(t)]2 + · · · (1.94)

であり、Ŝ(t)において、

Û−1(t, s) = 1 + i

∫ t

s
du ĤI

1 (u) + · · · (1.95)

である。よって、

Ŝ(t) = −i

∫ t

0
ds ÛQQ(t, s)Ĥ

I
1,QP (s)P +

∫ t

0
ds ÛQQ(t, s)Ĥ

I
1,QP (s)P

∫ t

s
du ĤI

1 (u) + · · ·

= −i

∫ t

0
ds ĤI

1,QP (s)P +

∫ t

0
ds

∫ t

s
du

[
−QĤI

1 (u)QĤI
1 (s)P +QĤI

1 (s)PĤI
1 (u)

]
+ · · ·

= Ŝ(1)(t) + Ŝ(2)(t) + · · · (1.96)

となる。ここで、

Ŝ(1)(t) = −i

∫ t

0
ds QĤI

1 (s)P, (1.97)

Ŝ(2)(t) =

∫ t

0
ds

∫ t

s
du

[
−QĤI

1 (u)QĤI
1 (s)P +QĤI

1 (s)PĤI
1 (u)

]
(1.98)

である。よって、

[1− Ŝ(t)]−1 = 1 + Ŝ(1)(t) + [Ŝ(1)(t)]2 + Ŝ(2)(t) + · · ·
= 1 + Ŝ(1)(t) + Ŝ(2)(t) + · · · (1.99)

となる。ここで、PQ = 0より、[Ŝ(1)(t)]2 = 0を用いた。また、

[1− Ŝ(t)]−1Ŝ(t) = Ŝ(1)(t) + Ŝ(2)(t) + · · · (1.100)

である。
よって、HI

1 の 2次ままで、

Ĵ(t) ≈ −iPĤI
1 (t)P − iPĤI

1 (t)QŜ(1)(t)

= −iPĤI
1 (t)P − iPĤI

1 (t)

∫ t

0
ds QĤI

1 (s)P (1.101)

である。

1.5.3 TCL型の量子マスター方程式

(1.91)を ρ(χ, 0)に作用させると、

d

dt
PρI(χ, t) = Ĵ(t)PρI(χ, t) + Î(t)ρ(χ, 0) (1.102)

である。Qρ(χ, 0) = 0を仮定すると、

d

dt
PρI(χ, t) = Ĵ(t)PρI(χ, t) (1.103)
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であり、HI
1 の 2次ままで、

d

dt
PρI(χ, t) = −iPĤI

1 (t)PρI(χ, t)− iPĤI
1 (t)

∫ t

0
ds QĤI

1 (s)PρI(χ, t) (1.104)

となる。ここで、

PĤI
1 (t) = 0 (1.105)

を仮定すると、

d

dt
PρI(χ, t) = −iP

∫ t

0
ds ĤI

1 (t)Ĥ
I
1 (s)PρI(χ, t) (1.106)

となる。これは (1.80)のRedfield方程式に対応する。

12



2 量子マスター方程式の素朴な導出：Coarse-graining approximation

この pdfの以下は、ほとんど [1]からの抜粋である。
We consider system S weakly coupled to several baths. The total Hamiltonian is given by

H(α′(t)) = HS(αS(t)) +
∑
b

[Hb(α
′
b(t)) +HSb(αSb(t))]. (2.1)

HS(αS) is the system Hamiltonian and αS denotes a set of control parameters of the system. Hb(α
′
b)

is the Hamiltonian of the bath b and α′
b is a set of control parameters. HSb(αSb) is the coupling

Hamiltonian between S and the bath b, and αSb is a set of control parameters. We suppose that the

states of the baths for b = 1, 2, · · · , nC are the canonical distributions and these for b = nC+1, · · · , nC+

nGC are the grand canonical distributions. We denote {1, · · · , nC} and {nC + 1, · · · , nC + nGC} by C
and G. We denote the inverse temperature of the bath b by βb and the chemical potential of the bath

b ∈ G by µb. α
′′
b denotes βb for b ∈ C and the set of βb and βbµb for b ∈ G. We symbolize the set of all

control parameters (αS , {αSb}b, {α′
b}b, {α′′

b}b) by α, (αS , {αSb}b, {α′
b}b) by α′, {α′′

b}b by α′′, (α′
b, α

′′
b )

by αb, and {αb}b by αB. While α′ are dynamical parameters, α′′ are thermodynamical parameters.

We denote the set of all the linear operators of S by B.

The modified von Neumann equation is

d

dt
ρχ(t) = −i[H(t), ρχ(t)]χ. (2.2)

Here, [A,B]χ
def
= AχB −BA−χ and Aχ

def
= ei

∑
µ χOµOµ/2Ae−i

∑
µ χOµOµ/2. We suppose

ρ(0) = ρS(0)⊗ ρB(αB(0)), (2.3)

where

ρB(αB(0))
def
=

⊗
b

ρb(αb(0)) (2.4)

であり、b ∈ Cに対しては、

ρb(αb(0))
def
= e−βb(0)Hb(α

′
b(0))/Zb(αb(0)), (2.5)

Zb(αb)
def
= Trb[e

−βbHb(α
′
b)] (2.6)

であり、 b ∈ Gに対しては、

ρb(αb(0))
def
= e−βb(0)[Hb(α

′
b(0))−µb(0)Nb]/Ξb(αb(0)), (2.7)

Ξb(αb)
def
= Trb[e

−βb[Hb(α
′
b)−µbNb]] (2.8)

である。Trb denotes the trace of the bath b and Nb (b ∈ G) is the total number operator of the bath

b. Then,

ρχ(0) = ρS(0)⊗
∑
{oν}

P{oν}ρB(αB(0))P{oν}, (2.9)

obeys. We suppose [Hb, Nb] = 0. We suppose that Oµ commute with Hb and Nb:

[Oµ,Hb] = 0, [Oµ, Nb] = 0. (2.10)
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Then, P{oν} commutes with ρB(αB(0)) and

ρχ(0) = ρS(0)⊗ ρB(αB(0)), (2.11)

holds.

We defined

ρχS(t)
def
= TrB[ρ

χ(t)], (2.12)

which provides the generating function

Zτ (χ) = TrS [ρ
χ
S(t = τ)]. (2.13)

TrB denotes the trace over all baths’ degrees of freedom. We assume ρ(t) ≈ ρS(t) ⊗ ρB(αB(t))

(0 < t ≤ τ), where

ρB(αB(t))
def
=

⊗
b

ρb(αb(t)), (2.14)

ρb(αb(t))
def
=

{
e−βb(t)Hb(α

′
b(t))/Zb(αb(t)) b ∈ C

e−βb(t)[Hb(α
′
b(t))−µb(t)Nb]/Ξb(αb(t)) b ∈ G

. (2.15)

and

ρS(t)
def
= TrB[ρ(t)]. (2.16)

First, we introduce the coarse-graining approximation (CGA). An operator in the interaction picture

corresponding to A(t) is defined by

AI(t) = U †
0(t)A(t)U0(t), (2.17)

with

dU0(t)

dt
= −i[HS(αS(t)) +

∑
b

Hb(α
′
b(t))]U0(t), (2.18)

and U0(0) = 1. The system reduced density operator in the interaction picture is given by

ρI,χS (t) = TrB[ρ
I,χ(t)], (2.19)

where

ρI,χ(t) = U †
0(t)ρ

χ(t)U0(t). (2.20)

ρI,χ(t) is governed by

dρI,χ(t)

dt
= −i[HI

int(t), ρ
I,χ(t)]χ, (2.21)

with

Hint
def
=

∑
b

HSb. (2.22)
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Up to the second order perturbation in Hint, we obtain

ρI,χ(t+ τCG) = ρI,χ(t)

−
∫ t+τCG

t
du

∫ u

t
ds TrB

{
[HI

int(u), [H
I
int(s), ρ

I,χ(t)ρB(αB(t))]χ]χ
}

≡ ρI,χ(t) + τCGL̂
χ
τCG

(t)ρI,χ(t), (2.23)

using the large-reservoir approximation

ρI,χ(t) ≈ ρI,χ(t)⊗ ρB(αB(t)), (2.24)

and supposing

TrB[H
I
int(u)ρB(αB(t))] = 0. (2.25)

The arbitrary parameter τCG (> 0) is called the coarse-graining time. The CGA [2, 3] is defined by

d

dt
ρI,χ(t) = L̂χ

τCG
(t)ρI,χ(t). (2.26)

In the Schrödinger picture, (2.26) is described as

dρχ(t)

dt
= −i[HS(αS(t)), ρ

χ(t)] +
∑
b

Lχ
b,τCG

(αt)ρ
χ(t). (2.27)

At χ = 0, this is the Lindblad type. If τCG ≪ τ , the super-operator Lχ
b,τCG

is described as a function

of the set of control parameters at time t. αt = α(t) is the value of α at time t. In this thesis, we

suppose

τCG ≪ τ. (2.28)

Moreover, τCG should be much shorter than the relaxation time of the system, τS :

τCG ≪ τS . (2.29)

For the adiabatic modulation, τS ≪ τ should hold, then τCG ≪ τS ≪ τ holds.

In general, the FCS-QME is given by

dρχS(t)

dt
= −i[HS(αS(t)), ρ

χ
S(t)] +

∑
b

Lχ
b (t)ρ

χ
S(t), (2.30)

with the initial condition

ρχS(0) = ρS(0). (2.31)

Lχ
b (t) describes the coupling effects between S and the bath b and depends on used approximations.

In this thesis, we suppose

Lχ
b (t) = Lχ

b (αt). (2.32)

The Born-Markov approximation without or within the RWA and the CGA satisfy this equation.

Then, the FCS-QME is given by

dρχS(t)

dt
= K̂χ(αt)ρ

χ
S(t). (2.33)
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Here,

K̂χ(α)• = −i[HS(αS), •] +
∑
b

Lχ
b (α)•, (2.34)

is the Liouvillian. Here and in the following, • denotes an arbitrary liner operator of the system.

In general, the interaction Hamiltonian is given by

HSb(αSb) =
∑
µ

sbµRb,µ(αSb) =
∑
µ

R†
b,µ(αSb)s

†
bµ. (2.35)

Here, sbµ is an operator of the system and Rb,µ(αSb) is an operator of the bath b. We suppose

Trb[ρb(αb(t))Rb,µ(αSb(s))] = 0, (2.36)

corresponding to (2.25). Then,

TrB

{
[HI

int(u), [H
I
int(s), ρ

I,χ
S (t)ρB(αB(t))]χ]χ

}
=

∑
b

∑
µ,ν

(
sI†bν(u)s

I
bµ(s)ρ

I,χ
S (t)Trb[R

I†
b,ν,χ(u)R

I
b,µ,χ(s)ρb(αb(t))]

−sIbµ(s)ρ
I,χ
S (t)sI†bν(u)Trb[R

I
b,µ,χ(s)ρb(αb(t))R

I†
b,ν,−χ(u)]

−sIbν(u)ρ
I,χ
S (t)sI†bµ(s)Trb[R

I
b,ν,χ(u)ρb(αb(t))R

I†
b,µ,−χ(s)]

+ρI,χS (t)sI†bµ(s)s
I
bν(u)Trb[ρb(αb(t))R

I†
b,µ,−χ(s)R

I
b,ν,−χ(u)]

)
, (2.37)

holds. In the calculation of Trb[R
I†
b,ν,χ(u)R

I
b,µ,χ(s)ρb(αb(t))], the values of the control parameters can

be approximated by αt. Then, we obtain

Trb[R
I†
b,ν,χ(u)R

I
b,µ,χ(s)ρb] ≈ Trb[ρbR

†
b,ν(u− s)Rb,µ] ≡ Cb,νµ(u− s), (2.38)

Trb[R
I
b,µ,χ(s)ρbR

I†
b,ν,−χ(u)] ≈ Trb[ρbR

†
b,ν,−2χ(u− s)Rb,µ] ≡ Cχ

b,νµ(u− s), (2.39)

Trb[R
I
b,ν,χ(u)ρbR

I†
b,µ,−χ(s)] ≈ Trb[ρbR

†
b,µ,−2χ(s− u)Rb,ν ] = Cχ

b,µν(s− u), (2.40)

Trb[ρbR
I†
b,µ,−χ(s)R

I
b,ν,−χ(u)] ≈ Trb[ρbR

†
b,µ(s− u)Rb,ν ] = Cb,µν(s− u), (2.41)

with

R†
b,ν(v) = eiHb(αb(t))vR†

b,ν(αSb(t))e
−iHb(αb(t))v. (2.42)

Here, ρb = ρb(αb(t)) and Rb,µ = Rb,µ(αb(t)). Then, (2.37) becomes

TrB

{
[HI

int(u), [H
I
int(s), ρ

I,χ
S (t)ρB(αB(t))]χ]χ

}
=

∑
b

∑
µ,ν

(
sI†bν(u)s

I
bµ(s)ρ

I,χ
S (t)Cb,νµ(u− s)− sIbµ(s)ρ

I,χ
S (t)sI†bν(u)C

χ
b,νµ(u− s)

−sIbν(u)ρ
I,χ
S (t)sI†bµ(s)C

χ
b,µν(s− u) + ρI,χS (t)sI†bµ(s)s

I
bν(u)Cb,µν(s− u)

)
, (2.43)

and

Lχ
b,τCG

(αt) •

= − 1

τCG

∫ t+τCG

t
du

∫ u

t
ds

∑
µ,ν

(
sI†bν(u, t)s

I
bµ(s, t) • Cb,νµ(u− s)

−sIbµ(s, t) • s
I†
bν(u, t)C

χ
b,νµ(u− s)

−sIbν(u, t) • s
I†
bµ(s, t)C

χ
b,µν(s− u) + •sI†bµ(s, t)s

I
bν(u, t)Cb,µν(s− u)

)
, (2.44)
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holds. Here,

sIbµ(s, t) = US(t)U
†
S(s)sbµUS(s)U

†
S(t). (2.45)

and US(t) is the solution of dUS(t)
dt = −iHS(αS(t))US(t) for US(0) = 1. In the calculation of sIbµ(s, t),

the values of the control parameters can be approximated by αt. Then, we obtain

sIbµ(s, t) =
∑
ω

e−iω(s−t)sbµ(ω), (2.46)

sI†bν(u, t) =
∑
ω

eiω(u−t)[sbν(ω)]
†. (2.47)

Here, the eigenoperator sbµ(ω) is defined by

sbµ(ω) =
∑

n,m,r,s

δωmn,ω|En, r⟩⟨En, r|sbµ|Em, s⟩⟨Em, s|, (2.48)

with ωmn = Em − En and

HS |En, r⟩ = En|En, r⟩. (2.49)

r denotes the label of the degeneracy. ω is one of the elements of

{ωmn| ⟨En, r|sbµ|Em, s⟩ ̸= 0 ∃µ}. sbµ(ω) and ω depend on αS . The eigenoperators satisfy∑
ω

sbµ(ω) = sbµ, (2.50)

and

[HS , sbµ(ω)] = −ωsbµ(ω). (2.51)

Then, we obtain

Lχ
b,τCG

(α)• = − 1

τCG

∫ t+τCG

t
du

∫ t+τCG

t
ds

∑
µ,ν

∑
ω,ω′

θ(u− s)

×
({

[sbν(ω
′)]†sbµ(ω) • Cb,νµ(u− s)

−sbµ(ω) • [sbν(ω′)]†Cχ
b,νµ(u− s)

}
e−iω(s−t)eiω

′(u−t)

+
{
− sbµ(ω) • [sbν(ω′)]†Cχ

b,νµ(s− u)

+ • [sbν(ω′)]†sbµ(ω)Cb,νµ(s− u)
}
eiω

′(s−t)e−iω(u−t)
)
. (2.52)

In last two terms, we swapped µ and ν. θ(u− s) is the step function.

Now, we introduce

Φχ
b,νµ(Ω)

def
=

∫ ∞

−∞
du Cχ

b,νµ(u)e
iΩu. (2.53)

Then, ∫ ∞

−∞
du Cχ

b,νµ(u)θ(u)e
iωu =

1

2π

∫ ∞

0
du

∫ ∞

−∞
dΩ Φχ

b,νµ(Ω)e
−iΩueiωu

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dΩ

[
πδ(Ω− ω)− i

P

Ω− ω

]
Φχ
b,νµ(Ω)

=
1

2
Φχ
b,νµ(ω)−

i

2
Ψχ

b,νµ(ω) = Φ
(+)χ
b,νµ (ω), (2.54)
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holds. Here, P denotes the Cauchy principal value and

Ψχ
b,νµ(ω)

def
=

P

π

∫ ∞

−∞
dΩ

Φχ
b,νµ(Ω)

Ω− ω
, (2.55)

Φ
(±)χ
b,νµ (Ω)

def
=

1

2
Φχ
b,νµ(ω)∓

i

2
Ψχ

b,νµ(ω). (2.56)

(2.54) leads

Cχ
b,νµ(u− s)θ(u− s) =

∫ ∞

−∞
dΩ

Φ
(+)χ
b,νµ (Ω)

2π
e−iΩ(u−s). (2.57)

Similarly,

Cχ
b,νµ(s− u)θ(u− s) =

∫ ∞

−∞
dΩ

Φ
(−)χ
b,νµ (Ω)

2π
eiΩ(u−s), (2.58)

holds. Then, we obtain

Lχ
b,τCG

(α)• = − 1

τCG

∫ t+τCG

t
du

∫ t+τCG

t
ds

∫ ∞

−∞

dΩ

2π

∑
µ,ν

∑
ω,ω′

×
({

[sbν(ω
′)]†sbµ(ω) • Φ

(+)
b,νµ(Ω)

−sbµ(ω) • [sbν(ω′)]†Φ
(+)χ
b,νµ (Ω)

}
e−iΩ(u−s)e−iω(s−t)eiω

′(u−t)

+
{
− sbµ(ω) • [sbν(ω′)]†Φ

(−)χ
b,νµ (Ω)

+ • [sbν(ω′)]†sbµ(ω)Φ
(−)
b,νµ(Ω)

}
eiΩ(u−s)eiω

′(s−t)e−iω(u−t)
)
, (2.59)

with Φ
(±)
b,νµ = Φ

(±)χ
b,νµ

∣∣
χ=0

. The integrals for u and s are performed as∫ t+τCG

t
du e−iΩueiω

′(u−t) = τCGe
−iΩt−i[Ω−ω′]τCG/2sinc([Ω− ω′]τCG/2), (2.60)∫ t+τCG

t
ds eiΩse−iω(s−t) = τCGe

iΩt+i[Ω−ω]τCG/2sinc([Ω− ω]τCG/2), (2.61)

then

Lχ
b,τCG

(α)• = −
∑
µ,ν

∑
ω,ω′

e−i(ω−ω′)/τCG

2π

∫ ∞

−∞
dΩ

(
[sbν(ω

′)]†sbµ(ω) • Φ
(+)
b,νµ(Ω)

−sbµ(ω) • [sbν(ω′)]†Φ
(+)χ
b,νµ (Ω)

−sbµ(ω) • [sbν(ω′)]†Φ
(−)χ
b,νµ (Ω) + •[sbν(ω′)]†sbµ(ω)Φ

(−)
b,νµ(Ω)

)
×τCGsinc

[Ω− ω′]τCG

2
sinc

[Ω− ω]τCG

2
,

(2.62)

holds. Here, sinc(x) = sinx/x. The above equation can be rewritten as

Lχ
b,τCG

(α)• = −i[hb,τCG
(α), •] + Πχ

b,τCG
(α)•, (2.63)

Πχ
b,τCG

(α)• =
∑
ω,ω′

∑
µ,ν

[
Φχ
b,µν(τCG, ω, ω

′)sbν(ω
′) • [sbµ(ω)]†

−1

2
Φb,µν(τCG, ω, ω

′) • [sbµ(ω)]†sbν(ω′)

−1

2
Φb,µν(τCG, ω, ω

′)[sbµ(ω)]
†sbν(ω

′) •
]
, (2.64)
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with

hb,τCG
(α) = −1

2

∑
ω,ω′

∑
µ,ν

Ψb,µν(τCG, ω, ω
′)[sbµ(ω)]

†sbν(ω
′). (2.65)

Here,

Xχ(τCG, ω, ω
′)

=
ei(ω−ω′)τCG/2

2π

∫ ∞

−∞
dΩXχ(Ω)τCGsinc

(τCG(Ω− ω)

2

)
sinc

(τCG(Ω− ω′)

2

)
, (2.66)

with X = Φb,µν ,Ψb,µν . Πb,τCG
= Πχ

b,τCG

∣∣
χ=0

is the Lindblad type. By the way, from

[Cb,µν(t)]
∗ = Cb,νµ(−t), (2.67)

relations

[Φb,µν(Ω)]
∗ = Φb,νµ(Ω), (2.68)

and [Ψµν(Ω)]
∗ = Ψνµ(Ω) hold. Then,

[Φb,µν(τCG, ω, ω
′)]∗ = Φb,νµ(τCG, ω

′, ω), (2.69)

holds.
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3 回転波近似 (RWA)

Born-Markov近似の量子マスター方程式は、相互作用描像で、

dρI,χS (t)

dt
= −

∫ ∞

0
ds TrB

{
[HI

int(t), [H
I
int(t− s), ρI,χS (t)ρB(αB(t))]χ]χ

}
(3.1)

である。注目系のハミルトニアンが時間によらない場合、この右辺を eigenoperatorを使って書き、

ei(ω−ω′)t ≈ δω,ω′ (3.2)

と近似したものが、相互作用描像での回転波近似 (RWA)である。それをシュレーディンガー描像に移し
たものがRWAである。注目系のハミルトニアンが時間による場合のRWAとは何だろうか。注目系のハ
ミルトニアンが時間によらない場合には、RWAは CGAで τCG → ∞としたものと一致する。よって、
注目系のハミルトニアンが時間による場合のRWAを、CGAで τCG → ∞ (τCG ·minω ̸=ω′ |ω − ω′| ≫ 1)

としたものとして定義する。In this limit,

Φχ
b,µν(τCG, ω, ω

′) ≈ Φχ
b,µν(ω)δω,ω′ , Ψχ

b,µν(τCG, ω, ω
′) ≈ Ψχ

b,µν(ω)δω,ω′ , (3.3)

hold because of the fact that

lim
τCG→∞

τCGsinc
τCG(Ω− ω)

2
sinc

τCG(Ω− ω′)

2
= 2πδω,ω′δ(Ω− ω). (3.4)

If HS is time independent, this RWA is equivalent to usual RWA. Lχ
b (α) is given by

Lχ
b (α)• = Πχ

b (α) • −i[hb(α), •], (3.5)

where hb(α) is a Hermitian operator describing the Lamb shift. HL(α)
def
=

∑
b hb(α) is called the Lamb

shift Hamiltonian. Πχ
b (α) and hb(α) are given by

Πχ
b (α)• =

∑
ω

∑
µ,ν

[
Φχ
b,µν(ω)sbν(ω) • [sbµ(ω)]

†

−1

2
Φb,µν(ω) • [sbµ(ω)]†sbν(ω)−

1

2
Φb,µν(ω)[sbµ(ω)]

†sbν(ω) •
]
, (3.6)

hb(α) = −1

2

∑
ω

∑
µ,ν

Ψb,µν(ω)[sbµ(ω)]
†sbν(ω). (3.7)

Because of (2.51), hb(α) commutes with HS(αS):

[hb(α),HS(αS)] = 0. (3.8)
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4 Born-Markov近似

We denote Lχ
b in the Born-Markov approximation by Lχ

b(BM). From (3.1) and (2.43), we obtain

Lχ
b(BM)• = −

∫ ∞

0
ds

∑
µ,ν

(
s†bνs

I
bµ(t− s, t) • Cb,νµ(s)− sIbµ(t− s, t) • s†bνC

χ
b,νµ(s)

−sbν • sI†bµ(t− s, t)Cχ
b,µν(−s) + •sI†bµ(t− s, t)sbνCb,µν(−s)

)
. (4.1)

Cb,µν(s) damps exponentially as e−|s|/τb where τb is the relaxation time of the bath b. Then, in the

calculations of sIbµ(t− s, t) and sI†bµ(t− s, t), the values of the control parameters can be approximated

by αS(t). Then, we obtain

sIbµ(t− s, t) =
∑
ω

eiωssbµ(ω), sI†bµ(t− s, t) =
∑
ω

e−iωs[sbµ(ω)]
†, (4.2)

and

Lχ
b(BM)• = −

∫ ∞

0
ds

∑
µ,ν

∑
ω

({
s†bνsbµ(ω) • Cb,νµ(s)− sbµ(ω) • s†bνC

χ
b,νµ(s)

}
eiωs

+
{
− sbν • [sbµ(ω)]†Cχ

b,µν(−s) + •[sbµ(ω)]†sbνCb,µν(−s)
}
e−iωs

)
. (4.3)

Here, ∫ ∞

0
ds Cχ

b,νµ(s)e
iωs =

∫ ∞

0
ds

∫ ∞

−∞
dΩ

1

2π
Φχ
b,νµ(Ω)e

i(ω−Ω)s

=

∫ ∞

−∞
dΩ

1

2π

[
πδ(Ω− ω)− iP

1

Ω− ω

]
Φχ
b,νµ(Ω)

= Φ
(+)χ
b,νµ (ω), (4.4)

and ∫ ∞

0
ds Cχ

b,µν(−s)e−iωs = Φ
(−)χ
b,µν (ω), (4.5)

hold. Then, we get

Lχ
b(BM)• = −

∑
µ,ν

∑
ω

(
s†bµsbν(ω) • Φ

(+)
b,µν(ω)− sbν(ω) • s†bµΦ

(+)χ
b,µν (ω)

−sbν • [sbµ(ω)]†Φ
(−)χ
b,µν (ω) + •[sbµ(ω)]†sbνΦ

(−)
b,µν(ω)

)
= LΦ,χ

b(BM) •+LΦ,χ
b(BM) • . (4.6)

Here,

LΦ,χ
b(BM)• = −1

2

∑
µ,ν

∑
ω

(
Φb,µν(ω)s

†
bµsbν(ω) • −Φχ

b,µν(ω)sbν(ω) • s
†
bµ

−Φχ
b,µν(ω)sbν • [sbµ(ω)]

† +Φb,µν(ω) • [sbµ(ω)]†sbν
)
, (4.7)

LΨ,χ
b(BM)• =

i

2

∑
µ,ν

∑
ω

1

2

(
Ψb,µν(ω)s

†
bµsbν(ω) • −Ψχ

b,µν(ω)sbν(ω) • s
†
bµ

+Ψχ
b,µν(ω)sbν • [sbµ(ω)]

† − •Ψb,µν(ω)[sbµ(ω)]
†sbν

)
. (4.8)
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5 具体的な系

In this section, we consider b = nC + 1, · · · , nC + nGC. Now we suppose

HSb(αSb) =
∑
α

a†αBbα + h.c., Bbα =
∑
k,σ

Vbkσ,α(αSb)cbkσ (b ∈ G), (5.1)

where aα and cbkσ are single-particle annihilation operators of the system and of the bath b.

5.1 CGA

Using

Trb[ρbB
I
bα(t

′)BI
bβ(t

′′)] = 0 = Trb[ρbB
I†
bα(t

′)BI†
bβ(t

′′)], (5.2)

we obtain

Lχ
b,τCG

(α)• = −i[hb,τCG
(α), •] + Πχ

b,τCG
(α)•,

Πχ
b,τCG

(α)• =
∑
ω,ω′

∑
α,β

[
Φ−,χ
b,αβ(τCG, ω, ω

′)aβ(ω
′) • [aα(ω)]†

−1

2
Φ−
b,αβ(τCG, ω, ω

′) • [aα(ω)]†aβ(ω′)

−1

2
Φ−
b,αβ(τCG, ω, ω

′)[aα(ω)]
†aβ(ω

′) •

+Φ+,χ
b,αβ(τCG, ω, ω

′)[aβ(ω
′)]† • aα(ω)

−1

2
Φ+
b,αβ(τCG, ω, ω

′) • aα(ω)[aβ(ω′)]†

−1

2
Φ+
b,αβ(τCG, ω, ω

′)aα(ω)[aβ(ω
′)]† •

]
, (5.3)

and

hb,τCG
(α) =

∑
ω,ω′

∑
α,β

[
− 1

2
Ψ−

b,αβ(τCG, ω, ω
′)[aα(ω)]

†aβ(ω
′)

+
1

2
Ψ+

b,αβ(τCG, ω, ω
′)aα(ω)[aβ(ω

′)]†
]
. (5.4)

The eigenoperators aα(ω) are given by

aα(ω) =
∑

n,m,r,s

δωmn,ω|En, r⟩⟨En, r|aα|Em, s⟩⟨Em, s|. (5.5)

ω is one of the elements of {ωmn| ⟨En, r|aα|Em, s⟩ ̸= 0 ∃α}. aα(ω) satisfy∑
ω

aα(ω) = aα, (5.6)

and

[HS , aα(ω)] = −ωaα(ω), [NS , aα(ω)] = −aα(ω). (5.7)

NS is total number operator of the system. Here and in the following, we suppose

[NS ,HS ] = 0. (5.8)
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If nGC = 0, existence of NS and the above equation are not required. In (5.3) and (5.4),

X±,χ(τCG, ω, ω
′)

=
e±i(ω−ω′)τCG/2

2π

∫ ∞

−∞
dΩX±,χ(Ω)τCGsinc

(τCG(Ω− ω)

2

)
sinc

(τCG(Ω− ω′)

2

)
,

(5.9)

and X±(τCG, ω, ω
′) = X±,χ(τCG, ω, ω

′)
∣∣
χ=0

. Here, X±,χ(Ω) denotes one of Φ±,χ
b,α,β(Ω), Ψ

±,χ
b,αβ(Ω), where

Φ−,χ
b,αβ(Ω) =

∫ ∞

−∞
du Trb[ρbB

I
bα,−2χ(u)B

†
bβ]e

iΩu, (5.10)

Φ+,χ
b,αβ(Ω) =

∫ ∞

−∞
du Trb[ρbB

†I
bα,−2χ(u)Bbβ]e

−iΩu, (5.11)

Ψ±,χ
b,αβ(Ω)

def
=

P

π

∫ ∞

−∞
dΩ′ Φ

±,χ
b,αβ(Ω

′)

Ω′ − Ω
. (5.12)

We set {Oµ} = {Nb}b∈G + {Hb}b, where

Nb =
∑
k,σ

c†bkσcbkσ. (5.13)

Whenever Hb is an element of {Oµ}, we suppose α′
b are fixed. We introduce the eigenoperator

Bbα(Ωb) =
∑

n,m,r,s

δΩb,mn,Ωb
|Eb,n, r⟩⟨Eb,n, r|Bbα|Eb,m, s⟩⟨Eb,m, s|, (5.14)

with Ωb,mn = Eb,m −Eb,n and Hb|Eb,n, r⟩ = Eb,n|Eb,n, r⟩. r denotes the label of the degeneracy. Ωb is

one of the elements of {Ωb,mn| ⟨Eb,n, r|Bbα|Eb,m, s⟩ ̸= 0 ∃α}. The relations∑
Ωb

Bbα(Ωb) = Bbα, (5.15)

and

[Hb, Bbα(Ωb)] = −ΩbBbα(Ωb), [Nb, Bbα(Ωb)] = −Bbα(Ωb) (5.16)

hold. Then, we obtain

BI
bα,−2χ(u) =

∑
Ωb

Bbα(Ωb)e
−iΩbu+iχHb

Ωb+iχNb , (5.17)

B†I
bα,−2χ(u) =

∑
Ωb

[Bbα(Ωb)]
†eiΩbu−iχHb

Ωb−iχNb , (5.18)

and

Φ−,χ
b,αβ(Ω) = 2π

∑
Ωb

δ(Ω− Ωb)e
iχHb

Ωb+iχNbTrb(ρbBbα(Ωb)B
†
bβ)

= eiχHb
Ω+iχNb2π

∑
Ωb

δ(Ω− Ωb)Trb(ρbBbα(Ωb)[Bbβ(Ωb)]
†), (5.19)

Φ+,χ
b,αβ(Ω) = 2π

∑
Ωb

δ(Ω− Ωb)e
−iχHb

Ωb−iχNbTrb(ρb[Bbα(Ωb)]
†Bbβ)

= e−iχHb
Ω−iχNb2π

∑
Ωb

δ(Ω− Ωb)Trb(ρb[Bbα(Ωb)]
†Bbβ(Ωb)). (5.20)
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Here, we used (5.15) and Trb(ρbBbα(Ωb)[Bbβ(Ω
′
b)]

†) = 0 and Trb(ρb[Bbα(Ωb)]
†Bbβ(Ω

′
b)) = 0 for Ωb ̸= Ω′

b.

Then, we obtain

Φ±,χ
b,αβ(Ω) = e∓(iχHb

Ω+iχNb
)Φ±

b,αβ(Ω), (5.21)

with Φ±
b,αβ(Ω) = Φ±,χ

b,αβ(Ω)
∣∣
χ=0

and

Ψ−
b,αβ(Ω) = 2

∑
Ωb

P
1

Ωb − Ω
Trb(ρbBbα(Ωb)[Bbβ(Ωb)]

†), (5.22)

Ψ+
b,αβ(Ω) = 2

∑
Ωb

P
1

Ωb − Ω
Trb(ρb[Bbα(Ωb)]

†Bbβ(Ωb)). (5.23)

Φ±
b,αβ(Ω) satisfy

[Φ±
b,αβ(Ω)]

∗ = Φ±
b,βα(Ω), (5.24)

Φ+
b,αβ(Ω) = e−βb(Ω−µb)Φ−

b,βα(Ω). (5.25)

The latter is the Kubo-Martin-Schwinger (KMS) condition. (5.25) is derived from

ρbBbα(Ωb) = eβb(Ωb−µ)Bbα(Ωb)ρb (derived from (5.16)) and (5.19) and (5.20).

Here, we suppose the free Hamiltonian of the bath b:

Hb(α
′
b) =

∑
k,σ

εbkσ(α
′
b)c

†
bkσcbkσ, (5.26)

and {Oµ} = {Nbσ}bσ with

Nbσ =
∑
k

c†bkσcbkσ. (5.27)

In this case, α′
b can depend on time and

Φ−,χ
b,αβ(Ω) = 2π

∑
k,σ

Vbkσ,αV
∗
bkσ,βF

−
b (εbkσ)e

iχbσδ(εbkσ − Ω), (5.28)

Φ+,χ
b,αβ(Ω) = 2π

∑
k,σ

V ∗
bkσ,αVbkσ,βF

+
b (εbkσ)e

−iχbσδ(εbkσ − Ω), (5.29)

Ψ−,χ
b,αβ(Ω) = 2

∑
k,σ

Vbkσ,αV
∗
bkσ,βF

−
b (εbkσ)e

iχbσP
1

εbkσ − Ω
, (5.30)

Ψ+,χ
b,αβ(Ω) = 2

∑
k,σ

V ∗
bkσ,αVbkσ,βF

+
b (εbkσ)e

−iχbσP
1

εbkσ − Ω
, (5.31)

hold. χbσ denotes the counting fields for Nbσ. If the baths are fermions, F+
b (ε) = fb(ε)

def
= [exp(βb(ε−

µb)) + 1]−1 and F−
b (ε) = 1− fb(ε). If the baths are bosons, F+

b (ε) = nb(ε)
def
= [exp(βb(ε− µb))− 1]−1

and F−
b (ε) = 1 + nb(ε).
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5.2 RWA

For (5.1), Πχ
b (α) in (3.5) is given by

Πχ
b (α)• =

∑
ω

∑
α,β

[
Φ−,χ
b,αβ(ω)aβ(ω) • [aα(ω)]

† − 1

2
Φ−
b,αβ(ω) • [aα(ω)]

†aβ(ω)

−1

2
Φ−
b,αβ(ω)[aα(ω)]

†aβ(ω) •+Φ+,χ
b,αβ(ω)[aβ(ω)]

† • aα(ω)

−1

2
Φ+
b,αβ(ω) • aα(ω)[aβ(ω)]

† − 1

2
Φ+
b,αβ(ω)aα(ω)[aβ(ω)]

† •
]
. (5.32)

The Lamb shift is given by

hb(α) =
∑
ω

∑
α,β

(
− 1

2
Ψ−

b,αβ(ω)[aα(ω)]
†aβ(ω) +

1

2
Ψ+

b,αβ(ω)aα(ω)[aβ(ω)]
†
)
. (5.33)

The second equation of (5.7) leads

[hb(α), NS ] = 0. (5.34)

5.3 Born-Markov近似

For (5.1), we obtain

LΦ,χ
b(BM)• = −1

2

∑
α,β

∑
ω

(
Φ−
b,αβ(ω)a

†
αaβ(ω) • −Φ−,χ

b,αβ(ω)aβ(ω) • a
†
α

−Φ−,χ
b,αβ(ω)aβ • [aα(ω)]† +Φ−

b,αβ(ω) • [aα(ω)]
†aβ

+Φ+
b,αβ(ω)aα[aβ(ω)]

† • −Φ+,χ
b,αβ(ω)[aβ(ω)]

† • aα

−Φ+,χ
b,αβ(ω)a

†
β • aα(ω) + Φ+

b,αβ(ω) • aα(ω)a
†
β

)
, (5.35)

and

LΨ,χ
b(BM)• =

i

2

∑
α,β

∑
ω

(
Ψ−

b,αβ(ω)a
†
αaβ(ω) • −Ψ−,χ

b,αβ(ω)aβ(ω) • a
†
α

+Ψ−,χ
b,αβ(ω)aβ • [aα(ω)]† −Ψ−

b,αβ(ω) • [aα(ω)]
†aβ

−Ψ+
b,αβ(ω)aα[aβ(ω)]

† •+Ψ+,χ
b,αβ(ω)[aβ(ω)]

† • aα

−Ψ+,χ
b,αβ(ω)a

†
β • aα(ω) + Ψ+

b,αβ(ω) • aα(ω)a
†
β

)
. (5.36)
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6 特異摂動と量子マスター方程式

これまで射影演算子法や、素朴な摂動論から量子マスター方程式を導出してきたが、これがどうゆう
近似で何をやっているのかよく分からない。久木田 [4, 5]によると、回転波近似の量子マスター方程式
は、特異摂動論で理解できる。私のノート [6]ではそれについて解説を試みた。
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