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Abstract

この記事では、一般相対論による近日点移動について述べる。アインシュタイン方程式
を近似なしで解いた場合の近日点の歳差を δGRとし、アインシュタイン方程式の 1次近似
で解いた場合のそれを δ(1)とすると、

δ(1) =
4

3
δGR

となる事を示す。
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1 星の周りの粒子の軌道
光速度 cを 1とする。
球対称, 静的な場合を考える。

1.1 球対称, 静的な場合の一般論

計量テンソルを

gµν = ηµν + hµν , ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (1.1)

と書く。質点の運動方程式は、

d

dτ

[
(ησν + hσν)

dxσ

dτ

]
=

1

2
∂νhµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
(1.2)
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である。ここで、τ は固有時である。今、

hµν = diag(h0, hs, hs, hs) (1.3)

とする。(1.2)の空間成分 (i = 1, 2, 3)は、

d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

i
]
=

1

2

[
∂ih0ṫ

2 + ∂ihs(ẋ
2 + ẏ2 + ż2)

]
(1.4)

となる。ここで、Ẋ := dX/dτ , t = x0である。(1.2)の時間成分は、

d

dτ

[
(1− h0)ṫ

]
= 0 (1.5)

となる。ここで、

∂0hµν = 0 (1.6)

を仮定した。
さて、

gµν ẋ
µẋν = −1 (1.7)

である。今の場合、

(1− h0)ṫ
2 − (1 + hs)(ẋ

2 + ẏ2 + ż2) = 1 (1.8)

である。
(1.5)より、

(1− h0)ṫ = K = const. (1.9)

である。これと (1.8)より、

K2

1− h0

− (1 + hs)(ẋ
2 + ẏ2 + ż2) = 1 (1.10)

である。
ところで、

d

dτ

[
(1 + hs)(ẋ

ixk − ẋkxi)
]
=

d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

i
]
xk − d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

k
]
xi (1.11)

である。今、h0, hsが r =
√
x2 + y2 + z2のみの関数とすると、(1.4)の右辺は xiに比例する。

よって、上式の右辺は 0である：

d

dτ

[
(1 + hs)(ẋ

ixk − ẋkxi)
]
= 0. (1.12)

これは角運動量の保存則である。特に、

L1 := (1 + hs)(ży − ẏz), (1.13)

L2 := (1 + hs)(ẋz − żx), (1.14)

L3 := (1 + hs)(ẏx− ẋy) ≡ L (1.15)
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は保存する。
今、L1 = L2 = 0を仮定する。この時、極座標表示で、φ = π/2 (φ̇ = 0)である1) 。また、

L = (1 + hs)r
2θ̇, (1.16)

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = r2θ̇2 + ṙ2 = r2θ̇2 +
(dr
dθ

)2

θ̇2 (1.17)

である。(1.17)より、

K2

1− h0

− (1 + hs)θ̇
2
[
r2 +

(dr
dθ

)2]
= 1 (1.18)

である。また、(1.16)より、

θ̇ =
L

(1 + hs)r2
(1.19)

なので、

K2

1− h0

− L2

(1 + hs)r4

[
r2 +

(dr
dθ

)2]
= 1 (1.20)

となる。今、

u :=
1

r
(1.21)

とすると、

du

dθ
= −u2dr

dθ
, (1.22)

1

r4

(dr
dθ

)2

=
(du
dθ

)2

(1.23)

なので、

K2

1− h0

− L2

(1 + hs)

[
u2 +

(du
dθ

)2]
= 1, (1.24)

u2 +
(du
dθ

)2

=
( K2

1− h0

− 1
)1 + hs

L2
(1.25)

を得る。
今、M を中心 (r = 0)にある星の質量とし、

ϕ := −2GMu, (1.26)

h0 = −αϕ− aϕ2 +O(ϕ3), (1.27)

hs = −βϕ− bϕ2 +O(ϕ3) (1.28)

1)ここでの θ, φは多くの文献と逆である。つまり、ここでの φは通常は θと書かれるものである。
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を仮定する。このとき、

K2

1− h0

− 1 = K2(1− αϕ− aϕ2 + α2ϕ2 + · · · )− 1

= K2 − 1−K2αϕ+K2(α2 − a)ϕ2 + · · · , (1.29)( K2

1− h0

− 1
)1 + hs

L2
=

K2 − 1

L2
− K2α

L2
ϕ+

K2

L2
(α2 − a)ϕ2

−K2 − 1

L2
βϕ− K2 − 1

L2
bϕ2 +

K2αβ

L2
ϕ2 +O(ϕ3)

= A+Bu+ Cu2 + · · · (1.30)

となる。ただし、

A =
K2 − 1

L2
, (1.31)

B =
2GM

L2

[
K2α + (K2 − 1)β

]
, (1.32)

C =
(2GM)2

L2

[
K2(α2 + αβ − a)− (K2 − 1)b

]
(1.33)

である。よって、

u2 +
(du
dθ

)2

= A+Bu+ Cu2 + · · · (1.34)

となる。これを θで微分して、· · · を無視すると、

u+
d2u

dθ2
=

1

2
B + Cu, (1.35)

d2u

dθ2
=

1

2
B − (1− C)u (1.36)

を得る。

u =
B

2(1− C)
+ v (1.37)

とすると、

d2v

dθ2
= −(1− C)v (1.38)

となる。これの解は、

v = v0 cos(
√
1− Cθ) + v1 sin(

√
1− Cθ) (1.39)

であり、近日点は、角度が
2π√
1− C

= 2π + Cπ +O(C2) (1.40)

変化するたびび現れる。近日点の 1周期ごとの歳差は、

δ = Cπ = π
(2GM)2

L2

[
K2(α2 + αβ − a)− (K2 − 1)b

]
≈ π

(2GM)2

L2
(α2 + αβ − a) (1.41)

である。ここで、K2 ≈ 1とした。

4



1.2 PPNパラメーター

Parametrized post-Newtonian(PPN)展開では、

h0 = −ϕ− βPPN

2
ϕ2 +O(ϕ3), (1.42)

hs = −γPPNϕ+O(ϕ2) (1.43)

である。つまり、

(α, β, a) = (1, γPPN,
βPPN

2
) (1.44)

である。このとき、(1.41)は、

δ ≈ π
(2GM)2

L2
(α2 + αβ − a)

= π
6(GM)2

L2

2− βPPN + 2γPPN
3

≡ δGR
2− βPPN + 2γPPN

3
(1.45)

となる。
アインシュタイン方程式の解は、

g00 = −
(
1 +

ϕ

4

)2(
1− ϕ

4

)−2

, (1.46)

gik = δik

(
1− ϕ

4

)4

(1.47)

である [2]。よって、

h0 = 1−
(
1 +

ϕ

4

)2(
1− ϕ

4

)−2

= 1−
(
1 +

ϕ

2
+

ϕ2

16

)(
1 +

ϕ

2
+

3ϕ2

16
+

ϕ3

16
+ · · ·

)
= −ϕ− 1

2
ϕ2 − 3

16
ϕ3 + · · · (1.48)

および、

hs = −1 +
(
1− ϕ

4

)4

= −ϕ+
3

8
ϕ2 − 1

16
ϕ3 +

1

256
ϕ4 (1.49)

を得る。よって、βPPN = γPPN = 1であり、

δ ≈ δGR = π
6(GM)2

L2
(1.50)

となる。
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1.3 最低次の近似とその補正

アインシュタイン方程式は、

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν (1.51)

である。ここで、

Γλ
µν :=

1

2
gλσ

[
∂µgσν + ∂νgσµ − ∂σgµν

]
, (1.52)

Rµ
λαβ := ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα, (1.53)

Rµν := Rλ
µλν , (1.54)

R := gµνRµν (1.55)

である。κ = 8πGはアインシュタイン定数で、Tµνはエネルギー・運動量テンソルである。
Rµν , Rを hµνの 1次でまで近似したものをR

(1)
µν , R(1)と書く。hµνを、

R(1)
µν − 1

2
ηµνR

(1) = κTµν (1.56)

から求めると、

(α(1), β(1), a(1), b(1)) = (1, 1, 0, 0) (1.57)

となることを、§ 1.4で示す。添え字 (1)は、最低の近似であることを表す。なお、アインシュタ
イン方程式を hµνの 2次までに近似した場合は、

(α(2), β(2), a(2), b(2)) =
(
1, 1,

1

2
,−3

8

)
(1.58)

となる [1]。添え字 (2)は、2次までの近似であることを表す。よって、

δ(1) = π
(2GM)2

L2
· 2, (1.59)

δ(2) = π
(2GM)2

L2
· 3
2
= δGR, (1.60)

δ(1) =
4

3
δ(2) (1.61)

である。δ(2)は実験と合うが、δ(1)は合わない。

1.4 最低次のアインシュタイン方程式の解

(1.56)を解こう。(1.56)は、

χµν = κTµν , (1.62)

χµν := R(1)
µν − 1

2
ηµνR

(1) (1.63)
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となる。
今、2階テンソルXµνに対して、

X̄µν := X(µν) −
1

2
ηµνX , X := Xσ

σ , X(µν) :=
1

2
(Xµν +Xνµ) (1.64)

とする。添え字は、ηµνの逆行列で上げた。このとき、

X̄ = (1−D/2)X = −X (1.65)

である。D = 4は次元である。よって、対称テンソルに対して、

¯̄Xµν = Xµν −
1

2
ηµνX +

1

2
ηµνX

= Xµν (1.66)

となる。
さて、

χµν = R̄(1)
µν (1.67)

なので、

R(1)
µν = κT̄µν (1.68)

となる。また、

R
(1)
αβ =

1

2

[
−□hαβ + ∂µ∂αh

µ
β + ∂β∂µh

µ
α − ∂β∂αh

]
=

1

2

[
−□hαβ + 2∂µ∂(αh̄

µ
β)

]
, (1.69)

(1.70)

となる。ここでローレンス条件

∂µh̄
µ
ν = 0 (1.71)

を課すと、

□hµν = −2κT̄µν (1.72)

を得る。
さて、

T µν = ρuµuν (1.73)

である。ρは質量密度で、uµは速度ベクトル場である。今の近似では、ηµνu
µuν = −1である。

このとき、

T̄µν = ρ
(
uµuν +

1

2
ηµν

)
≈ 1

2
ρ · diag(1, 1, 1, 1) (1.74)

である。添え字は ηµνで下げた。よって、

hµν ≈ κM

4πr
· diag(1, 1, 1, 1)

=
2GM

r
· diag(1, 1, 1, 1)

= −ϕ · diag(1, 1, 1, 1) (1.75)

となる。これより、(1.57) を得る。
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