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Abstract

この文章ではディラックの教科書1) を参考に、平行移動を議論する。(擬)リーマン空間
を平坦な高次元空間に埋め込んで議論する。
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1 設定
dim M 次元リーマン空間または擬リーマン空間M を考える。M の座標を xµとし、計量を

gµν(x)とする。計量の符号は (s, dim M − s)とする。M が dim N 次元の平坦な空間N に埋め
込まれているとする。N の符号を (S, dim N − S)とする。N の座標を ymとし、計量を hnmと
する。hnmは yに依らない。
xに対応する y座標を ym(x)と書く。x+ δxの y座標は ym(x) + δym(x)で、

δym = ∂µy
mδxµ (1.1)

となる。よって、

δs2 = hnm∂µy
m∂νy

nδxµδxν (1.2)

である。これと

δs2 = gµν(x)δx
µδxν (1.3)

1)ディラック『一般相対性理論』(ちくま学芸文庫, 2005年).
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とを比べて、

gµν(x) = hnm∂µy
m∂νy

n (1.4)

を得る。
(1.1)より、ベクトルAµ(x)をN から見ると、

Am(x) := ymµ (x)A
µ(x) , ymµ (x) := ∂µy

m (1.5)

となる事が分かる。Am(x)はM の xでの接空間 TxM 内にある。

2 Aµの平行移動

2.1 平行移動

さて、Nは平坦なので、Am(x)を x+ δxまで平行させても成分は変わらない。ただし、それ
はもはや Tx+δxMからははみ出している。Am(x)を Tx+δxMに射影したものをAm

∥ (x+ δx)と書
く。また、

Am
⊥ (x+ δx) := Am(x)− Am

∥ (x+ δx) (2.1)

とする。よって、

Am(x) = Am
∥ (x+ δx) + Am

⊥ (x+ δx) (2.2)

である。Am
⊥ (x+ δx)は Tx+δxM の任意のベクトルと直交する。Tx+δxM のベクトルBν(x+ δx)

は、(1.5)より、N ではBn(x+ δx) = ynν (x+ δx)Bν(x+ δx)と見える。よって、

hmnA
m
⊥ (x+ δx)Bn(x+ δx) = 0 (2.3)

は、

hmnA
m
⊥ (x+ δx)ynν (x+ δx) = 0 (2.4)

を意味する。
Am

∥ (x+ δx)を x系で見たものをAµ
∥(x+ δx)と書く。(1.5)より、

Am
∥ (x+ δx) = ymµ (x+ δx)Aµ

∥(x+ δx) (2.5)

となる。これに hmny
n
ν (x+ δx)を書けると、

hmnA
m(x)ynν (x+ δx) = hmny

m
µ (x+ δx)ynν (x+ δx)Aµ

∥(x+ δx) (2.6)

となる。ここで、(2.4)を用いた。(1.4)より、上式は、

hmnA
m(x)ynν (x+ δx) = gµν(x+ δx)Aµ

∥(x+ δx) (2.7)
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となる。左辺は、

hmnA
m(x)ynν (x+ δx) = hmny

m
µ (x)A

µ(x)ynν (x+ δx)

= hmny
m
µ (x)A

µ(x)[ynν (x) + ∂λy
n
ν (x)δx

λ]

= gµν(x)A
µ(x) + hmny

m
µ (x)∂λy

n
ν (x)A

µ(x)δxλ (2.8)

なので、(2.7)は、

gµν(x+ δx)Aµ
∥(x+ δx) = gµν(x)A

µ(x) + hmny
m
µ (x)∂λy

n
ν (x)A

µ(x)δxλ

≡ gµν(x)A
µ(x) + Γµνλ(x)A

µ(x)δxλ (2.9)

となる。ここで、

Γµνλ(x) := hmny
m
µ (x)∂λy

n
ν (x) (2.10)

である。

2.2 Γµνλを計量テンソル gµνで表す

次に、

Γµνλ(x) =
1

2
(∂λgµν + ∂νgµλ − ∂µgνλ) (2.11)

を示す。まず、(1.4)より、

∂λgµν = hnm∂λy
m
µ y

n
ν + hnmy

m
µ ∂λy

n
ν (2.12)

である。添え字を入れ換えて、

∂νgµλ = hnm∂νy
m
µ y

n
λ + hnmy

m
µ ∂νy

n
λ

= hnm∂νy
m
µ y

n
λ + hnmy

m
µ ∂λy

n
ν , (2.13)

∂µgνλ = hnm∂µy
m
ν y

n
λ + hnmy

m
ν ∂µy

n
λ

= hnm∂νy
m
µ y

n
λ + hnmy

m
ν ∂λy

n
µ (2.14)

である。よって (2.11)を得る。

2.3 Aµ
∥(x+ δx)

さて、(2.9)より、

Aµ
∥(x+ δx) = gµλ(x+ δx)gλν(x)A

ν(x) + gµλ(x)Γνλσ(x)A
ν(x)δxσ (2.15)

となる。ここで、δxの 2次以上の微小量を無視した。gµνは gµνの逆行列である。
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さて、

gµλ(x+ δx) = gµλ(x) + ∂σg
µλ(x)δxσ

= gµλ(x)− gµαgλβ∂σgαβδx
σ (2.16)

なので2) 、

Aµ
∥(x+ δx) = Aµ(x)− [gµλ∂σgλν − gµλΓνλσ]A

ν(x)δxσ

= Aµ(x)− gµλΓλνσδx
σ

= Aµ(x)− Γµ
νσ(x)δx

σ (2.17)

となる。ここで、

Γµ
νσ := gµλΓλνσ (2.18)

である。

3 Aµの平行移動

Aνを x+ δxまで平行移動したものをA
∥
ν(x+ δx)とする。

(1.5)より、ベクトルAµ(x)をN から見ると、

Am(x) := yµm(x)Aµ(x) , yµm(x) := hmng
µνynν (3.1)

となる。
Am(x)を T ∗

x+δxM に射影したものをA
∥
m(x+ δx)と書く。また、

A⊥
m(x+ δx) := Am(x)− A∥

m(x+ δx) (3.2)

とする。よって、

Am(x) = A∥
m(x+ δx) + A⊥

m(x+ δx) (3.3)

である。A⊥
m(x+ δx)は T ∗

x+δxM の任意のベクトルと直交する。T ∗
x+δxM のベクトルBν(x+ δx)

は、(1.5)より、N ではBn(x+ δx) = yνn(x+ δx)Bν(x+ δx)と見える。よって、

hmnA⊥
m(x+ δx)Bn(x+ δx) = 0 (3.4)

は、

hmnA⊥
m(x+ δx)yνn(x+ δx) = 0 (3.5)

2)gαγgγβ = δαβ を微分して、

∂λg
αγgγβ + gαγ∂λgγβ = 0,

∂λg
αβ = −gαµgβν∂λgµν

を得る。
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を意味する。
(3.1)より、

A∥
m(x+ δx) = yµm(x+ δx)A∥

µ(x+ δx) (3.6)

となる。これに hmnyνn(x+ δx)を書けると、

hmnAm(x)y
ν
n(x+ δx) = hmnyµm(x+ δx)yνn(x+ δx)A∥

µ(x+ δx) (3.7)

となる。ここで、(3.5)を用いた。

hmnyµm(x)y
ν
n(x) = gµν(x) (3.8)

より、上式は、

hmnAm(x)y
ν
n(x+ δx) = gµν(x+ δx)A∥

µ(x+ δx) (3.9)

となる。左辺は、

hmnAm(x)y
ν
n(x+ δx) = hmnyµm(x)Aµ(x)y

ν
n(x+ δx)

= hmnyµm(x)Aµ(x)[y
ν
n(x) + ∂λy

ν
n(x)δx

λ]

= gµν(x)Aµ(x) + hmnyµm(x)∂λy
ν
n(x)Aµ(x)δx

λ (3.10)

なので、(3.9)は、

gµν(x+ δx)A∥
µ(x+ δx) = gµν(x)Aµ(x) + hmnyµm(x)∂λy

ν
n(x)Aµ(x)δx

λ

≡ gµν(x)Aµ(x) + Ξµν
λ(x)Aµ(x)δx

λ (3.11)

となる。ここで、

Ξµν
λ(x) := hmnyµm(x)∂λy

ν
n(x) (3.12)

である。よって、

A∥
µ(x+ δx) = gµν(x+ δx)gλν(x)Aλ(x) + gµν(x)Ξ

λν
σ(x)Aλ(x)δx

σ

= Aµ(x) + [∂σgµνg
λν + gµν(x)Ξ

λν
σ(x)]Aλ(x)δx

σ (3.13)

である。以下で示すように、

∂σgµνg
λν(x) + gµνΞ

λν
σ(x) = Γλ

µσ (3.14)

なので、

A∥
µ(x+ δx) = Aµ(x) + Γλ

µσAλ(x)δx
σ (3.15)

となる。
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(3.14)は、

Ξλν
σ(x) = gνµ(Γλ

µσ − ∂σgµκg
λκ)

= gνµgλκ(Γκµσ − ∂σgµκ)

= −gνµgλκΓµκσ

= −1

2
gνµgλκ(∂σgµκ + ∂κgµσ − ∂µgκσ)

=
1

2

[
∂σg

λν + gνµgλκ(∂µgκσ − ∂κgµσ)
]

(3.16)

と等価である。これを示そう。まず、

∂σg
λν = hmn∂σy

λ
m(x)y

ν
n(x) + hmnyλm(x)∂σy

ν
n(x) (3.17)

である。次に、

gνµgλκ∂µgκσ = gνµgλκhmn(∂µ∂κym∂σyn + ∂κym∂µ∂σyn), (3.18)

gνµgλκ∂κgµσ = gνµgλκhmn(∂µ∂κym∂σyn + ∂µym∂κ∂σyn) (3.19)

なので、

gνµgλκ(∂µgκσ − ∂κgµσ) = gνµgλκhmn(∂κym∂µ∂σyn − ∂µym∂κ∂σyn)

= hmn(yλmg
νµ∂µ∂σyn − yνmg

λκ∂κ∂σyn)

= hmn(yλm∂σy
ν
n − yνm∂σy

λ
n)

−hmn(yλm∂µyn∂σg
νµ − yνm∂κyn∂σg

λκ)

= hmn(yλm∂σy
ν
n − yνm∂σy

λ
n)

−(yλmy
m
µ ∂σg

νµ − yνmy
m
κ ∂σg

λκ) (3.20)

となる。ここで、

yλmy
m
µ = gλσhmny

n
σy

m
µ = gλσgσµ = δλµ (3.21)

なので、(3.20)の第 2項は消えて、

gνµgλκ(∂µgκσ − ∂κgµσ) = hmn(yλm∂σy
ν
n − yνm∂σy

λ
n) (3.22)

となる。これと (3.17)より、(3.16)が成り立つ。よって、(3.14)が示された。
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