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Abstract

重力場のラグランジアン形式を、局所ローレンツ不変性の要請から決定する。
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1 記号と公式
計量テンソルは、

g
◦

abθ
a ⊗ θb , g

◦

ab := diag(−1, 1, 1 · · · , 1) (1.1)

と書ける。θaはフレーム形式である。また、

η := ∗1 , ηa := ∗θa , ηab := ∗(θa ∧ θb) ,

ηabc := ∗(θa ∧ θb ∧ θc) , ηabcd := ∗(θa ∧ θb ∧ θc ∧ θd) (1.2)

を導入する。以下の公式が成り立つ：

θa ∧ ηbcd = δab ηcd − δac ηbd + δadηbc, (1.3)

θa ∧ ηbc = −δab ηc + δac ηb (1.4)
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2 ラグランジアン形式の候補
重力のラグランジアン形式を LGとする。これは、dθaの 2次であると仮定する。つまり、

dθa =
1

2
∆abcθ

b ∧ θc (2.1)

と置くと、

LG = LGη , LG =
1

2
∆abcPabcdef∆

def (2.2)

であり1)、Pabcdef は g
◦
ijだけで書けると仮定する。また、

Pabcdef = −Pacbdef = −Pabcdfe = Pdefabc (2.3)

である。このようなものは、

Pabcdef =
3∑

i=1

αi
(i)Pabcdef , (2.4)

(1)P def
abc := δdaδ

[e
b δ

f ]
c , (2.5)

(2)P def
abc := g

◦

a[bδ
[f
c] g

e]d◦
, (2.6)

(3)P def
abc := δ[da δ

e
bδ

f ]
c (2.7)

の形に限られる。αiは実定数である。
ところで、∆abcは、

∆abc =
(1)∆abc +

(2)∆abc +
(3)∆abc, (2.8)

(i)∆b
ba = δi2∆

b
ba, (2.9)

(i)∆[abc] = δi3∆[abc] (2.10)

と分解できる。∆a := ∆b
baとすると、

(2)∆abc =
2g

◦
a[b∆c]

D − 1
, (2.11)

(3)∆abc = ∆[abc], (2.12)
(1)∆abc = ∆abc − (2)∆abc − (3)∆abc (2.13)

である。今、

(i)∆abc =
(i)I def

abc ∆def (2.14)

と置くと、

(3)I def
abc = δ[da δ

e
bδ

f ]
c , (2.15)

(2)I def
abc =

2

D − 1
g
◦

a[bδ
[f
c] g

e]d◦
(2.16)

1)添え字の上げ下げは、g
◦

ab のとその逆行列 gab
◦
で行う。
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であり、

(i)Iabcdef = (i)Idefabc (2.17)

である。また、

Pabcdef =
3∑

i=1

ai
1

2
(i)Iabcdef (2.18)

と書ける。

3 ∂LG/∂dθ
aの書き換え：一般形

以下、

Fa :=
∂LG

∂dθa
(3.1)

を求める。
まず、

Va,bc = dθa ∧ ηbc (3.2)

はD形式であり、

Va,bc =
1

2
∆adeθ

d ∧ θe ∧ ηbc

=
1

2
∆adeθ

d ∧ θe ∧ ηbc

=
1

2
∆ade(δ

d
b δ

e
c − δdc δ

e
b)η

= ∆abcη (3.3)

となる。このとき、ξをD形式として、

δ∆abcξ = (−δVa,bc +∆abcδη) ∗ ξ (3.4)

となる。特に、

δ∆abcη = δVa,bc −∆abcδη (3.5)

である。dθaについての変分は、

δ∆abcη = δdθa ∧ ηbc (3.6)

である。
さて、

δLG =
1

2
δ∆abcPabcdef∆

defη +
1

2
∆abcPabcdefδ∆

defη

= δ∆abcPabcdef∆
defη (3.7)
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なので、

δLG = δdθa ∧ ηbcPabcdef∆
def (3.8)

となり、

Fa = Pabcdef∆
defηbc

= ∗
3∑

i=1

ai
1

2
(i)Iabcdef∆

defθb ∧ θc

= ∗
3∑

i=1

ai
1

2
(i)∆abcθ

b ∧ θc

= ∗
3∑

i=1

ai
(i)dθa, (3.9)

(i)dθa :=
1

2
(i)∆abcθ

b ∧ θc (3.10)

を得る。

4 ゲージ不変性の要請
微小ローレンツ変換は、

δθa = εabθ
b , εab = −εba (4.1)

である。このとき、

δLG = δθa ∧ ∂LG

∂θa
+ d(δθa) ∧ Fa

= εab

(
θb ∧ ∂LG

∂θa
+ dθb ∧ Fa

)
+ dεab ∧ θ[b ∧ Fa] (4.2)

である。LGが大域ローレンツ不変なら第 1項は、0である。第 2項は、

dεab ∧ θ[b ∧ Fa] = d
(
εabθ[b ∧ Fa]

)
− εabd

(
θ[b ∧ Fa]

)
(4.3)

であり、これが全微分であって欲しいので、

d
(
θ[b ∧ Fa]

)
= 0 (4.4)

が要請される。
さて、

θ[b ∧ Fa] =
3∑

i=1

θ[b ∧ ai ∗ (i)dθa] (4.5)
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である。ここで、

∗(i)dθa =
1

2
(i)∆adcη

dc, (4.6)

θb ∧ ∗(i)dθa =
1

2
(i)∆adcθb ∧ ηdc

=
1

2
(i)∆adc(−δdbη

c + δcbη
d)

= −(i)∆abcη
c (4.7)

なので、

θb ∧ ∗(3)dθa = −∆[abc]η
c, (4.8)

θb ∧ ∗(2)dθa = −
2g

◦
a[b∆c]

D − 1
ηc

= − g
◦
ab

D − 1
∆cη

c +
1

D − 1
∆bηa (4.9)

となる。よって、

θ[b ∧ ∗(3)dθa] = −∆[abc]η
c, (4.10)

θ[b ∧ ∗(2)dθa] =
1

D − 1
∆[bηa], (4.11)

θ[b ∧ ∗dθa] = −∆[ab]cη
c (4.12)

となる。今、

(1)Fab := ∆[ab]cη
c = −θ[b ∧ ∗dθa], (4.13)

(2)Fab := 2∆[aηb] = −2(D − 1)θ[b ∧ ∗(2)dθa], (4.14)
(3)Fab := ∆[abc]η

c = −θ[b ∧ ∗(3)dθa] (4.15)

とすると、

θ[b ∧ Fa] =
3∑

i=1

bi
(i)Fab (4.16)

となる {bi}が存在する。今、

Fa = ∗Ha, (4.17)

Ha = c0dθa + c2
(2)dθa + c3

(3)dθa (4.18)

とすると、

c0 = −b1 , c2 = −2(D − 1)b2 , c3 = −b3 (4.19)

である。さて、

dηab = dθc ∧ ηabc

=
1

2
∆c

deθ
d ∧ θe ∧ ηabc

= −∆bηa +∆aηb +∆c
abηc

= (2)Fab +∆c
abηc (4.20)
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である。また、

∆[abc] =
2

3
∆[ab]c +

1

3
∆cab (4.21)

なので、

∆c
abηc = 3(3)Fab − 2(1)Fab (4.22)

である。よって、

dηab =
(2)Fab + 3(3)Fab − 2(1)Fab (4.23)

となる。また、θaの双対基底を ebとする (ea⌋θb = δba)と、

ed⌋dθd = ∆cθ
c, (4.24)

(ed⌋dθd) ∧ ηab = ∆cθ
c ∧ ηab

= −2∆[aηb]

= −(2)Fab (4.25)

である。また、θ[a ∧ ∗dθb] = (1)Fabである。
以上より、

(1)Fab = θ[a ∧ ∗dθb], (4.26)
(2)Fab = (ec⌋dθc) ∧ ηab, (4.27)

(3)Fab =
1

3

[
dηab − (2)Fab + 2(1)Fab

]
(4.28)

であり、

θ[b ∧ Fa] =
3∑

i=1

bi
(i)Fab

=
b3
3
dηab +

(
b2 −

1

3
b3

)
(ec⌋dθc) ∧ ηab +

(
b1 +

2

3
b3

)
θ[a ∧ ∗dθb] (4.29)

を得る。よって、

b2 =
1

3
b3 , b1 = −2

3
b3 (4.30)

であれば良い [1]。よって、

Ha = b3

[2
3
dθa −

2(D − 1)

3
(2)dθa − (3)dθa

]
= b3

[2
3
dθa −

2

3
g
◦

a[b∆c]θ
b ∧ θc − 1

2
∆[abc]θ

b ∧ θc
]

(4.31)

となる。これは、次を意味する：

Fa =
2b3
3

[
∗ dθa − g

◦

a[b∆c]η
bc − 3

4
∆[abc]η

bc
]

=
2b3
3

[1
2
∆abcη

bc −∆bηab −
3

4
∆[abc]η

bc
]

=
2b3
3

[1
2
∆abcη

bc −∆bηab −
1

4
(∆abc + 2∆[bc]a)η

bc
]

=
2b3
3

[1
4
∆abcη

bc −∆bηab −
1

2
∆bcaη

bc
]
. (4.32)
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5 ∂LG/∂dθ
aの書き換え：ゲージ不変性な場合

ここで、

fabc := θc ∧ ∗(dθa ∧ θb) (5.1)

という量を計算してみる：

fabc = θc ∧
1

2
∆ de

a ηdeb

=
1

2
∆ de

a (g
◦

cdηeb − g
◦

ceηdb + g
◦

cbηde)

= ∆ d
ac ηdb +

1

2
g
◦

cb∆
de
a ηde. (5.2)

これより、

f b
ab = −∆bηab +

1

2
∆ bc

a ηbc, (5.3)

f b
ba = ∆bcaη

bc +
1

2
∆ bc

a ηbc (5.4)

である。よって、

Af b
ab +Bf b

ba =
A+B

2
∆ bc

a ηbc − A∆bηab +B∆bcaη
bc (5.5)

である。一方、

Fa =
2b3
3

[1
4
∆abcη

bc −∆bηab −
1

2
∆bcaη

bc
]

(5.6)

なので、

Fa =
2b3
3
(f b

ab −
1

2
f b

ba)

=
2b3
3

[
θb ∧ ∗(dθb ∧ θa)−

1

2
θa ∧ ∗(dθb ∧ θb)

]
= −2b3

3
πa ≡

1

κ
πa, (5.7)

πa := −θb ∧ ∗(dθb ∧ θa) +
1

2
θa ∧ ∗(dθb ∧ θb) (5.8)

を得る。

6 LGの表式
ところで、Fa =

1
2
(Fa)bcη

bcと置くと、

dθa ∧ Fa =
1

2
∆abc ∧ (Fa)bcη (6.1)
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であり、

(Fa)bc = 2Pabcdef∆
def (6.2)

なので、

dθa ∧ Fa = 2LG (6.3)

となる。よって、

LG =
1

2
dθa ∧ Fa

=
1

2κ
dθa ∧ πa

=
1

2κ

[
− dθa ∧ θb ∧ ∗(dθb ∧ θa) +

1

2
dθa ∧ θa ∧ ∗(dθb ∧ θb)

]
=

1

2κ
N∗, (6.4)

N∗ := −dθa ∧ θb ∧ ∗(dθb ∧ θa) +
1

2
dθa ∧ θa ∧ ∗(dθb ∧ θb) (6.5)

となる。

7 N ∗とアインシュタイン・ヒルベルト作用
実は、

N∗ = Aa
c ∧ Acb ∧ ηba (7.1)

と書ける [2]。Aa
bはレビ=チビタ接続である。また、

N∗ = ∗R∗ − d(Aab ∧ ηab) (7.2)

とも書ける2) 。つまり、LGは、全微分項を除くと、アインシュタイン・ヒルベルトのラグラン
ジアン形式である。

2)ωa
b を接続形式とする。Aa

b をレビ=チビタ接続 (捩率がない場合の接続形式)とする：

dθa = −Aa
b ∧ θb.

曲率形式は、

Ωa
b := dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b =:
1

2
Ra

bcdθ
c ∧ θd

であり、

Rab := Rc
acb , R := gab

◦
Rab

とする。Rはスカラー曲率である。∗R = Rηは、

∗R = Ωab ∧ ηab

と書ける。リーマン接続 (同じことだがレビ=チビタ接続)のスカラー曲率を R∗ と書く。
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(7.1)を示す。
まず、

dθb ∧ θa = −Ab
c ∧ θc ∧ θa

= −Ab
cdθ

d ∧ θc ∧ θa (7.3)

である。ここで、

Aa
b = Aa

bcθ
c (7.4)

と置いた。よって、

∗(dθb ∧ θa) = −Ab
cdη

dc
a (7.5)

であり、

θe ∧ ∗(dθb ∧ θa) = −Ab
cdθe ∧ ηdca

= −Ab
cd(δ

d
eη

c
a − δceη

d
a + g

◦

eaη
dc)

= −Ab
ceη

c
a + Ab

ecη
c
a − g

◦

eaA
b
cdη

dc (7.6)

である。よって、

θb ∗ (dθb ∧ θa) = −Abη
b
a − Aabcη

cb (7.7)

となる。ここで、

Aa := Ab
ab (7.8)

である。また、

θa ∧ ∗(dθb ∧ θb) = −Ab
caη

c
b + Ab

acη
c
b − Ab

abcη
cb

= −Ab
caη

c
b − 2Aabcη

cb (7.9)

なので、πa = −θb ∧ ∗(dθb ∧ θa) +
1
2
θa ∧ ∗(dθb ∧ θb)は、

πa = Abη
b
a −

1

2
Abcaη

cb (7.10)

となる。
ところで、

Πa :=
1

2
Abc ∧ ηabc

=
1

2
Abc

dθ
d ∧ ηabc

=
1

2
Abc

d(δ
d
aηbc − δdbηac + δdcηab)

=
1

2
(Abc

aηbc − Acηac − Abηab)

= Abη
b
a −

1

2
Abcaηcb

= πa (7.11)
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である。よって、

N∗ = dθa ∧ πa

= dθa ∧ Πa

= dθa ∧ 1

2
Abc ∧ ηabc

= −Aa
d ∧ θd ∧ 1

2
Abc ∧ ηabc

=
1

2
Aa

d ∧ Abc ∧ θd ∧ ηabc

=
1

2
Aa

d ∧ Abc ∧ (δdaηbc − δdbηac + δdcηab)

= Aa
c ∧ Acb ∧ ηba (7.12)

となる。
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