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Abstract

算術平均, 幾何平均, 算術幾何平均, 対数平均などを議論する。
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1 一般の重み付き平均
この記事では a, bは正の数とする。
g(x)を正の単調関数 ( ̸= 1)とする。このとき、

g−1
(∑

i

wig(ai)
)
,

∑
i

wi = 1 (1.1)

は aiの一般的な重み付き平均である。特に、w1 = w2 =
1
2
とし、

m[g(x)](a, b) := g−1
(g(a) + g(b)

2

)
(1.2)

とすると、

m[x](a, b) =
a+ b

2
= A(a, b), (1.3)

m[ln x](a, b) =
√
ab = G(a, b), (1.4)

m[x−1](a, b) =
2ab

a+ b
= H(a, b) (1.5)

である。また、

µ[g(x)](a, b) := g−1
( 1

b− a

∫ b

a

dx g(x)
)

(1.6)
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とすると、

µ[x](a, b) = A(a, b), (1.7)

µ[x−1](a, b) =
b− a

ln b
a

= ψ(a, b), (1.8)

µ[x−2](a, b) = G(a, b) (1.9)

である。ψ(a, b)は対数平均である。

2 算術幾何平均と対数平均
いま、

α0 = max(α, β) , β0 = min(α, β), (2.1)

αn+1 =
αn + βn

2
, βn+1 =

√
αnβn (2.2)

とすると、

β0 ≤ β1 ≤ β2 ≤ βn ≤ M(α, β) ≤ αn ≤ α2 ≤ α1 ≤ α0 (2.3)

である。M(α, β)が算術幾何平均であり、limαn = M(α, β) = lim βnである。

βn = mn(α, β) , αn =Mn(α, β) (2.4)

と置く。ところで、

H(a, b) ≤ G(a, b) ≤ ψ(a, b) ≤ N(a, b) ≤ A(a, b) (2.5)

である。ここで、

H(a, b) =
2ab

a+ b
, G(a, b) =

√
ab, ψ(a, b) =

b− a

ln b
a

, N(a, b) =
a+ b+

√
ab

3
, A(a, b) =

a+ b

2
(2.6)

である。ψ(a, b)は対数平均である。また、

G = m1 ≤ ψ ≤ m3 ≤ M (2.7)

である。ψを上から近似したい。ψ(a, b)をG, N の線形結合で近似すると、

fGA(a, b) :=
1

2
(G+N) =

2

3
G+

1

3
A =

a+ b+ 4
√
ab

6
(2.8)

が最適で、

ψ ≤ fGA , fGA(1, x)− ψ(1, x) ≈ 1

2880
(x− 1)4 (2.9)

である。また、fGA = 1
3
G+ 2

3
M2である。
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3 算術幾何平均の仲間
いま、

r1(θ) := a cos2 θ + b sin2 θ, (3.1)

r2(θ) :=
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ, (3.2)

r0(θ) := acos
2 θbsin

2 θ (3.3)

とする。このとき、

M [f(x), n](a, b) := f−1
( 1

2π

∫ 2π

0

dθ f(rn(θ))
)

(3.4)

とすると、

M [x−1, 2](a, b) =
[ 1

2π

∫ 2π

0

dθ
1√

a2 cos2 θ + b2 sin2 θ

]−1

= M(a, b) (3.5)

は算術幾何平均である [1]。また、

M [x, 1](a, b) =
a+ b

2
= A(a, b) (3.6)

は算術平均であり、

M [ln x, 0](a, b) =
√
ab = G(a, b) (3.7)

は幾何平均である。また、

M [x, 2](a, b) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ
√
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ, (3.8)

M [x, 0](a, b) =
1

2π

∫ 2π

0

dθ acos
2 θbsin

2 θ (3.9)

はそれぞれToader mean, Toader–Qi meanと呼ばれる [1]。
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