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Abstract

この記事は、主に内山龍雄『一般ゲージ場論序説』(岩波書店, 1987年)を参考に、重力
場も含むゲージ場の一般論をまとめたものである。
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1 不変変分論
この章は [1]を参考にした。

1.1 準備

ラグランジアン密度Lは、場 ψAとその微分 ∂µψ
Aで表される。A = 1, 2, · · · , N とし、Aは

テンソル添え字も含むとする。以下、D次元時空を考える。計量を gµνとし、(−+ · · ·+)の符
号を持つとする。g := det gµνとし、L =

√
−gLとする。微小変換

δxµ := x′µ − xµ, (1.1)

δψA(x) := ψ′A(x′)− ψA(x) (1.2)

の下で、作用

S :=

∫
Ω

dDx L (1.3)

は、

S ′ =

∫
Ω

dDx
∂(x′)

∂(x)
L(ψ + δψ, ∂µψ + δ∂µψ) (1.4)

に変わる。ヤコビアンは、

∂(x′)

∂(x)
:= det

∂x′µ

∂xν

= 1 + ∂µ(δx
µ) (1.5)

であるので、

δS := S ′ − S

=

∫
Ω

dDx
[ ∂L
∂ψA

δψA +
∂L

∂(∂µψA)
δ(∂µψ

A) +L∂µ(δxµ)
]

=:

∫
Ω

dDx δL (1.6)

となる。今、

δ̄F (x) := F ′(x′)
∣∣
x′=x
− F (x) (1.7)

と置くと、

δF (x) = F ′(x′)− F ′(x′)
∣∣
x′=x

+ F ′(x′)
∣∣
x′=x
− F (x)

= ∂µFδx
µ + δ̄F (x) (1.8)
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であり、

δ̄(∂µF ) = ∂µ(δ̄F ), (1.9)

δ(∂µF ) = δ̄(∂µF ) + ∂ν∂µFδx
ν

= ∂µ(δ̄F ) + ∂ν∂µFδx
ν

= ∂µ(δF )− ∂νF∂µ(δxν) (1.10)

が従う。よって、

δL =
∂L
∂ψA

(δ̄ψA + ∂µψ
Aδxµ) +

∂L
∂(∂µψA)

(∂µ(δ̄ψ
A) + ∂ν∂µψ

Aδxν) +L∂µ(δxµ)

= [L]Aδ̄ψ
A +

∂L
∂ψA

∂µψ
Aδxµ +

∂L
∂(∂µψA)

∂ν∂µψ
Aδxν

+L∂µ(δxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δ̄ψA
)

= [L]Aδ̄ψ
A + ∂µLδxµ +L∂µ(δxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δ̄ψA
)

= [L]Aδ̄ψ
A + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δ̄ψA +Lδxµ
)

(1.11)

となる。ここで、

[L]A :=
∂L
∂ψA

− ∂µ
∂L

∂(∂µψA)
(1.12)

である。δ̄の代わりに δを使うと、

δL = [L]A(δψ
A − ∂µψAδxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δψA − ∂L
∂(∂µψA)

∂νψ
Aδxν +Lδxµ

)
= [L]A(δψ

A − ∂µψAδxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δψA − T µ
νδx

ν
)

(1.13)

となる。ここで、

T µ
ν :=

∂L
∂(∂µψA)

∂νψ
A − δµνL =:

√
−gT µ

ν (1.14)

である。T µ
νは正準エネルギー・運動量テンソルである。

1.2 Noetherの第1定理

n個の実数パラメーター εr(r = 1, 2, · · · , n)に依存する大域的変換

x′µ = fµ(ε, x), (1.15)

ψ′A = [T (ε)]ABψ
B (1.16)

4



を考える。ただし、T (ε)は線形リー群の表現になっているとする。ε = 0が恒等変換になるも
のとする。無限小変換は、

δxµ = εrf µ
r (x), (1.17)

δψA = εr[Gr]
A
Bψ

B (1.18)

である。ただし、

f µ
r (x) :=

∂fµ

∂εr

∣∣∣
ε=0

, Gr :=
∂T

∂εr

∣∣∣
ε=0

(1.19)

である。Grは、

[Gr,Gs] = fa
rsGa (1.20)

を満たす。fa
rsはリー群の構造定数である。

無限小変換に対する (1.13)の δLは、

δL = εrLr, (1.21)

Lr := [L]A([Gr]
A
Bψ

B − ∂µf µ
r ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B − T µ
νf

ν
r

)
(1.22)

である。無限小変換で δL ≡ 0となるとすると1)、Lr ≡ 0, すなわち、

[L]A([Gr]
A
Bψ

B − ∂µf µ
r ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B − T µ
νf

ν
r

)
≡ 0 (1.23)

が従う。運動方程式の下で、

∂µJ
µ
r = 0, (1.24)

Jµ
r :=

∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B − T µ
νf

ν
r (1.25)

が従う。これをNoetherの第 1定理という。

1.3 Noetherの第2定理

次に局所的変換

δxµ = εr(x)f µ
r (x), (1.26)

δψA = εr(x)GA
r (x) + ∂µε

rFA,µ
r (x) (1.27)

を考える。この時、

δL ≡ [L]A(δψ
A − ∂µψAδxµ) + ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

δψA − T µ
νδx

ν
)

≡ [L]A

{
εr[GA

r − ∂µψAf µ
r (x)] + ∂µε

rFA,µ
r

}
+∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

[εrGA
r + ∂νε

rFA,ν
r ]− T µ

νε
rf ν

r

)
(1.28)

1)‘≡’は運動方程式を使わずに成り立つ式を表す。
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である。第 1項の中の最後の項は、

[L]A∂µε
rFA,µ

r = ∂µ([L]Aε
rFA,µ

r )− εr∂µ([L]AF
A,µ
r ) (1.29)

である。よって、

δL ≡ εr
{
[L]A[G

A
r − ∂µψAf µ

r (x)]− ∂µ([L]AF
A,µ
r )

}
+∂µ(B

µ
rε

r +Cµ,ν
r∂νε

r) (1.30)

となる。ただし、

Bµ
r :=

∂L
∂(∂µψA)

GA
r − T µ

νf
ν

r + [L]AF
A,µ
r , (1.31)

Cµ,ν
r :=

∂L
∂(∂µψA)

FA,ν
r (1.32)

である。作用の変化は、

δS ≡
∫
Ω

dDx εr
{
[L]A[G

A
r − ∂µψAf µ

r ]− ∂µ([L]AF
A,µ
r )

}
+

∫
Ω

dDx ∂µ(B
µ
rε

r +Cµ,ν
r∂νε

r) (1.33)

である。Ωは任意の領域である。さて、今、δL ≡ 0だったとする。上の第 2項の表面項が落ち
るように εrを選べるので、

[L]A[G
A
r − ∂µψAf µ

r ]− ∂µ([L]AF
A,µ
r ) ≡ 0 (1.34)

が従う。これを δS ≡ 0に代入し、

∂µ(B
µ
rε

r +Cµ,ν
r∂νε

r) ≡ 0 (1.35)

を得る。これは、

∂µB
µ
rε

r + (Bν
r + ∂µC

µ,ν
r)∂νε

r +C(µ,ν)
r∂µ∂νε

r ≡ 0 (1.36)

を意味する。()は対称化の記号である。εは任意なので、

∂µB
µ
r ≡ 0, (1.37)

Bν
r + ∂µC

µ,ν
r ≡ 0, (1.38)

C(µ,ν)
r ≡ 0 (1.39)

を得る。この 3式と (1.34)をNoetherの第 2定理という。(1.37)は (1.38)と (1.39)を組み合わ
せれば導く事が出来る。
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1.4 Noetherの第2定理の性質

(1.37)は、

∂µ

[ ∂L
∂(∂µψA)

GA
r − T µ

νf
ν

r + [L]AF
A,µ
r

]
≡ 0 (1.40)

である。(1.34)より、

∂µ

[ ∂L
∂(∂µψA)

GA
r − T µ

νf
ν

r

]
+ [L]A[G

A
r − ∂µψAf µ

r ] ≡ 0 (1.41)

を得る。これは (1.23)と一致する。この式と、運動方程式から、保存則

∂µJ
µ
r = 0, (1.42)

Jµ
r :=

∂L
∂(∂µψA)

GA
r − T µ

νf
ν

r (1.43)

が従う。これより、

Qr :=

∫
dD−1x J0

r (1.44)

は保存量となる。
これらは、大域的変換からも従うが、以下の議論は、局所的変換において初めて従う。
(1.38)と運動方程式から、

Jµ
r = −∂µCµ,ν

r (1.45)

を得る。また、(1.39)を用いて、

Jν
r = −∂µC [µ,ν]

r (1.46)

となる。ここで、[ ]は反対称化の記号である2)。これより、

Qr = −
∫
dD−1x ∂kC

[k,0]
r

=

∫
S

dSk C0,k
r (1.48)

を得る。k = 1, 2, · · · , D− 1であり、Sは場全体を包む大きな球の表面で、dSkは Sの面積素で
ある。Qrは、場の無限遠 (S上)での漸近的振舞だけが分かれば計算できる。
(1.34)は、N 個のオイラー・ラグランジュ方程式が独立でなく、真に独立なのは (N − n)個
であることを意味する。独立な (N − n)個の方程式を解いても、その解には n個の任意関数が

2)

A(µν) :=
1

2
(Aµν +Aνµ), A[µν] :=

1

2
(Aµν −Aνµ). (1.47)
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含まれる事になる。これは次のように考えると分かる。無限小変換 (1.18)によって、場 ψAは
ψ′Aに変換される。ψAの変分∆ψAに伴う ψ′Aの変分を∆ψ′A(x′)とすると、

∆ψA =
∂ψA

∂ψ′B∆ψ′B(x′) (1.49)

の関係がある。∆ψ′B(x′)による変分を考えると、

∆S :=

∫
Ω

dDx [L{ψ(x)}]A∆ψA

=

∫
Ω

dDx′
∂(x)

∂(x′)
[L{ψ(x)}]A

∂ψA

∂ψ′B∆ψ′B(x′) (1.50)

である。一方、

∆S ′ =

∫
Ω

dDx′ [L{ψ′(x′)}]B∆ψ′B(x′) (1.51)

であり、S = S ′を仮定しているので、

[L{ψ′(x′)}]B ≡
∂(x)

∂(x′)
[L{ψ(x)}]A

∂ψA

∂ψ′B (1.52)

を得る。したがって、[L{ψ(x)}]A = 0から [L{ψ′(x)}]B = 0も従う。つまり、ψAもψ′Bも同じ
方程式の解である。そして、後者は n個の任意関数を含む。
ところで、場の正準共役量は、

πA :=
∂L

∂∂0ψA
(1.53)

である。(1.39)の µ = ν = 0成分より、

0 ≡ C0,0
r = πAF

A,0
r (1.54)

である。つまり、πAは独立ではない。これは、正準形式および量子化の際に大きな障害となる
[2]。
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2 Noetherの定理の応用
この章も文献 [1]を参考にした。[2]にも同様の解説がある。

2.1 Noetherの第1定理の応用

電荷を持った複素スカラー場 ϕが電磁場Aµと相互作用している場合を考える。ラグランジ
アン密度は、

L = −1

4
FµνF

µν − gµν(∂µ + iqAµ)ϕ
∗(∂µ − iqAµ)ϕ−m2ϕ∗ϕ (2.1)

である。ただし、

Fµν := ∂µAν − ∂νAµ (2.2)

である。本記事では、c = µ0 = ε0 = 1とする。位相変換

δϕ = eiεϕ− ϕ, (2.3)

δϕ∗ = e−iεϕ∗ − ϕ∗ (2.4)

でLは不変である (xµ, Aµは不変)。Noether currentに−qを書けたものを Jµとする：

Jµ := −q
[ ∂L
∂∂µϕ

iϕ+
∂L
∂∂µϕ∗ (−iϕ

∗)
]

= iq[(∂µ + iqAµ)ϕ∗ϕ− ϕ∗(∂µ − iqAµ)ϕ]. (2.5)

保存量

Q :=

∫
dD−1x

√
−gJ0 (2.6)

は全電荷である。
ところで、Aµのオイラー・ラグランジュ方程式は、

∂ν(
√
−gF µν) =

√
−g ∂L

∂Aµ

=:
√
−gjµ (2.7)

である。jµを電流の定義として良いが、これは Jµと一致する：

∂L
∂Aµ

≡ −q
[ ∂L
∂∂µϕ

iϕ+
∂L
∂∂µϕ∗ (−iϕ

∗)
]
. (2.8)

これが成立するのは、Lに ∂µϕ, ∂µϕ
∗が、

∇µϕ := (∂µ − iqAµ)ϕ, (∇µϕ)
∗ := (∂µ + iqAµ)ϕ (2.9)

という特別な組み合わせで現れるためである。
Noetherの第 1定理によると、∂µ[(

√
−g)Jµ] = 0は、(1.23)にϕ, ϕ∗のオイラー・ラグランジュ

方程式を代入することで成り立つ。一方、∂µ[(
√
−g)Jµ] = 0は、(2.7)に ∂µをかける事でも得ら

れる。後者では、F µν の反対称性が重要である。次節で、保存則のこの 2つ導入法の背景、お
よび、∂µϕ, ∂µϕ∗が (2.9)の形でのみ現れる背景を述べる。
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2.2 Noetherの第2定理の応用

同じ複素スカラー場で、局所的変換

δϕ = e−iqλ(x)ϕ− ϕ, (2.10)

δϕ∗ = eiqλ(x)ϕ∗ − ϕ∗ (2.11)

とゲージ変換

δAµ = −∂µλ (2.12)

を行うと、(2.1)は不変である。無限小変換は、

δϕ = −iqλϕ, δϕ∗ = iqλϕ∗, δAµ = −∂µλ (2.13)

である。Bµ
r, C

µ,ν
rは、

Bµ :=
√
−g

[ ∂L
∂∂µϕ

(−iqϕ) + ∂L
∂∂µϕ∗ (iqϕ)

]
+

δL
δAν

(−δµν ), (2.14)

Cµ,ν := −
√
−g ∂L

∂(∂µAν)
(2.15)

である3) 。恒等式 (1.39)は、

∂L
∂(∂µAν)

+
∂L

∂(∂νAµ)
= 0 (2.17)

で、これは、Aµの微分が、Lの中に、

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (2.18)

という特別な組み合わせでのみ現れることを示している。恒等式 (1.38)は、

∂L
∂∂µϕ

(−iqϕ) + ∂L
∂∂µϕ∗ (iqϕ)−

∂L
∂Aµ

≡ 0 (2.19)

となる。Aµのオイラー・ラグランジュ方程式は、(2.7)

∂ν(
√
−gF µν) =

√
−g ∂L

∂Aµ

=:
√
−gjµ (2.20)

である。(2.19)より、

∂L
∂Aµ

≡ −iq
[ ∂L
∂∂µϕ

ϕ− ∂L
∂∂µϕ∗ϕ

∗
]

(2.21)

3)ここで、

δL
δϕA

:=
∂L
∂ϕA

− ∂µ
∂L

∂∂µϕA
. (2.16)
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を得る。これは (2.8)である。この式の背景には、局所的位相変換に対するLの不変性がある。
(2.19)はまた、∂µϕ, ∂µϕ∗および Aµが、(2.9)という組み合わせでのみ Lの中に現れることを
示す。
恒等式 (1.34)は、

δL
δϕ

(−iqϕ) + δL
δϕ∗ (iqϕ

∗)− ∂µ
(
− δL
δAµ

)
≡ 0 (2.22)

である。これは、ϕ, ϕ∗の運動方程式と、Aµの運動方程式との間の関係を表している。
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3 ゲージ場の一般論
この章も [1]を参考にした。

3.1 ゲージ場の導入

n個の実数パラメーター εr(r = 1, 2, · · · , n)に依存する大域的変換

ψ′A = [T (ε)]ABψ
B (3.1)

で作用が不変とする (座標 xµは不変)。ただし、T (ε)は線形リー群の表現になっているとする。
ε = 0が恒等変換になるものとする。この時、局所的変換

ψ′A = [T (ε(x))]ABψ
B (3.2)

で作用が不変となるように、ψのラグランジアン密度L0を修正することを考える。
(3.2)の無限小変換は、

δψA = εr(x)[Gr]
A
Bψ

B (3.3)

である。ただし、

Gr :=
∂T

∂εr

∣∣∣
ε=0

(3.4)

である。Grは、

[Gr,Gs] = fa
rsGa (3.5)

を満たす。fa
rsはリー群の構造定数である。f

a
rs = −fa

srである。構造定数は実数である。
(3.3)で εが定数の場合、δL0 ≡ 0を仮定しているので、(1.23)より、

[L0]A[Gr]
A
Bψ

B + ∂µ

( ∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
Bψ

B
)
≡ 0 (3.6)

が従う。これを書き換えると、

∂L0

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B ≡ 0 (3.7)

となる。ところで、局所的変換では、

δL0 ≡
[∂L0

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B
]
εr(x) +

∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
Bψ

B∂µε
r(x)

≡ ∂L0

∂(∂µψA)
[Gr]

A
Bψ

B∂µε
r(x) (3.8)

である。そこで、新しい場Br
µを導入し、∂µε

rに比例することを消す必要がある。δBr
µとして、

δBr
µ = εsM r

s,µ + C{rµ|νs}∂νεs (3.9)
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を仮定する。ただし、C{rµ|νs}は nD次の行列 Cの成分である。δBr
µの線形結合で ∂µε

rを消
したいので、行列CはBr

µには依存しない (xには依存してよい)。また、C−1も存在する必要
がある。そこで、

Ar
µ := −(C−1){rµ|νs}Bs

ν (3.10)

が存在する4)。このとき、

δAr
µ = εsN r

s,µ − ∂µεr (3.11)

となる。Ar
µをゲージ場という。

求めるLは ψA, ∂µψ
A, Ar

µの関数である。Aの微分は不要である。δL ≡ 0は、

0 ≡
[ ∂L
∂ψA

[Gr]
A
Bψ

B +
∂L

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B
]
εr(x) +

∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B∂µε
r(x)

+
∂L
∂Ar

µ

(εsN r
s,µ − ∂µεr) (3.12)

となる。εrの係数から、

∂L
∂ψA

[Gr]
A
Bψ

B +
∂L

∂(∂µψA)
[Gr]

A
B∂µψ

B +
∂L
∂As

µ

N s
r,µ ≡ 0 (3.13)

を得る。∂νεrの係数から、

∂L
∂(∂µψA)

[Gr]
A
Bψ

B − ∂L
∂Ar

µ

≡ 0 (3.14)

を得る。この式は、∂µψAとAr
µとが、

∇µψ
A := ∂µψ

A + Ar
µ[Gr]

A
Bψ

B (3.15)

という組み合わせ (これをψAの共変微分と呼ぶ)でのみ、Lに含まれる事を意味する。そこで、

L =: L′(ψ,∇µψ,A) (3.16)

と置く。この時、

∂L
∂ψA

=
∂L′

∂ψA
+

∂L′

∂∇µψB
Ar

µ[Gr]
B
A, (3.17)

∂L
∂∂µψA

=
∂L′

∂∇µψA
, (3.18)

∂L
∂Ar

µ

=
∂L′

∂Ar
µ

+
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
Bψ

B (3.19)

となる。これらの使うと (3.14)は、

− ∂L′

∂Ar
µ

≡ 0 (3.20)

4)(C−1){rµ|σt}C{tσ|νs} = δνµδ
r
s である。
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となる。つまり、L′にAはあらわには現れない：

L = L′(ψ,∇µψ,A) = L′(ψ,∇µψ). (3.21)

(3.13)は、

0 ≡ ∂L′

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
B∂µψ

B

+
∂L′

∂∇µψA

(
[Gs]

A
Bψ

BN s
r,µ + As

µ[Gs]
A
B[Gr]

B
Cψ

C
)

=
∂L′

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
B∇µψ

B

+
∂L′

∂∇µψA

(
[Gs]

A
Bψ

BN s
r,µ + As

µ[Gs]
A
B[Gr]

B
Cψ

C − [Gr]
A
BA

s
µ[Gs]

B
Cψ

C
)

=
∂L′

∂ψA
[Gr]

A
Bψ

B +
∂L′

∂∇µψA
[Gr]

A
B∇µψ

B

+
∂L′

∂∇µψA

(
[Gs]

A
Bψ

BN s
r,µ + As

µ([Gs,Gr])
A
Bψ

B
)

(3.22)

となる。
ところで、(∇µψ)

Aの変換則は、微小局所変換のもとで以下のようになる：

(∇′
µψ

′)A = ∂µψ
′A + A′r

µ(Grψ
′)A

= ∂µ[ψ
A + εr(Grψ)

A] + (Ar
µ + εsN r

s,µ − ∂µεr)[(Grψ)
A + εs(GrGsψ)

A]

= (∇µψ)
A + εr(Gr∂µψ)

A + εs[N r
s,µ(Grψ)

A + Ar
µ(GrGsψ)

A]

= (∇µψ)
A + εr(Gr∇µψ)

A + εs[N r
s,µ(Grψ)

A + Ar
µ([Gr,Gs]ψ)

A]

= (∇µψ)
A + εr(Gr∇µψ)

A + εs[N r
s,µ(Grψ)

A + Ar
µf

t
rs(Gtψ)

A]. (3.23)

つまり、

δ(∇µψ)
A = εr(Gr∇µψ)

A + εs[N t
s,µ + Ar

µf
t
rs](Gtψ)

A (3.24)

である5)。さて、もし、

N t
r,µ = −As

µf
t
sr = As

µf
t
rs (3.25)

ならば、

δ(∇µψ)
A = εr(Gr∇µψ)

A (3.26)

5)よって、(3.22)は、

∂L′

∂ψA
δψA +

∂L′

∂(∇µψ)A
δ(∇µψ)

A ≡ 0

となる。
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となり、(∇µψ)
Aの変換則はψAと同じ形になる。以下では、N t

r,µをこのように選ぶ。A
r
µの変

換則は、

δAr
µ = εsf r

stA
t
µ − ∂µεr (3.27)

となる。
(3.27)より、Ar

µが実数なら、δA
r
µも実数である。よって、A

r
µを実数と仮定する。

また、以下では、

L = L0(ψ
A, (∇µψ)

A, θaµ) (3.28)

と選ぶ。このとき、(3.22)は、

∂L0

∂ψA
(Gr)

A
Bψ

B +
∂L0

∂(∇µψ)A
(Gr)

A
B(∇µψ)

B ≡ 0 (3.29)

となる。これは (3.7)で微分を共変微分に置き換えたものである。

3.2 ゲージ場の変換則

∇µψ
Aは ψAと同じ変換則

δ∇µψ
A = εr[Gr]

A
B∇µψ

B (3.30)

を満たす。一般の変換

ψ′A = [T (ε(x))]ABψ
B (3.31)

は無限小変換の積み重ねで実現できる。よって、一般の変換に対して、

(∇µψ)
′A = ∇′

µψ
′A = [T ]AB(∇µψ)

B (3.32)

である。今、

Aµ := Ar
µGr (3.33)

とすると、

∇′
µψ

′A = ∂µ(Tψ)
B + (A′

µTψ)
A

= (∂µTψ)
A + (T ∂µψ)

A + (A′
µTψ)

A (3.34)

および、

[T ]AB(∇µψ)
B = (T ∂µψ)

A + (TAµψ)
A (3.35)

なので、

(∂µTψ)
A + (A′

µTψ)
A = (TAµψ)

A,

A′
µT = TAµ − ∂µT ,
A′

µ = TAµT
−1 − ∂µTT−1 (3.36)
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を得る。つまり、

A′r
µGr = Ar

µTGrT
−1 − ∂µTT−1 (3.37)

である。これが一般のゲージ変換である。
ところで、

TGrT
−1 = αs

rGs (3.38)

を満たす n次行列 αが存在する (付録A)。それをAd(T )と書く：

TGrT
−1 = [Ad(T )]srGs. (3.39)

T が、

T = exp(εrGr) (3.40)

と書ける時、付録Aより、

Ad(T ) = exp(εrad(Gr)) (3.41)

である。ここで、

[ad(Gr)]
t
s = f t

rs (3.42)

である。よって、

TGrT
−1 = [exp(e)]srGs, e := εrad(Gr) (3.43)

である。
E := εrGrと置くと、

∂µT =

∫ 1

0

ds esE∂µEe
(1−s)E (3.44)

なので、

∂µTT−1 =

∫ 1

0

ds esE∂µEe
−sE

= ∂µε
r

∫ 1

0

ds esEGre
−sE

= ∂µε
rGs

∫ 1

0

ds [exp(se)]sr =: ∂µε
rGsl

s
r (3.45)

となる。ここで、

lsr =

∫ 1

0

ds [exp(se)]sr

=

∫ 1

0

ds

∞∑
n=0

1

n!
sn[en]sr

=
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
[en]sr (3.46)
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である。よって、

A′r
µ = [exp(e)]rsA

s
µ −

∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
[en]rs∂µε

s (3.47)

となる。

3.3 ラグランジアン密度の形：Noetherの第2定理の応用

ゲージ場Ar
µの運動方程式を考える。A

r
µにだけ依存するラグランジアン密度をL1(A

r
µ, ∂νA

r
µ)

とし、これがゲージ変換で不変と仮定する。特に、無限小変換

δAr
µ = εsf r

stA
t
µ − ∂µεr (3.48)

の下で、δL1 = 0である：

∂L1

∂Ar
µ

δAr
µ +

∂L1

∂∂νAr
µ

∂ν(δA
r
µ) ≡ 0. (3.49)

ここで、δ(∂νAr
µ) = ∂ν(δA

r
µ)を用いた。ε

sに比例する項より、

∂L1

∂Ar
µ

f r
stA

t
µ +

∂L1

∂∂νAr
µ

f r
st∂νA

t
µ ≡ 0 (3.50)

を得る。∂νεrに比例する項より、

− ∂L1

∂Ar
µ

+
∂L1

∂∂νAs
µ

f s
rtA

t
µ ≡ 0 (3.51)

を得る。∂ν∂µεrに比例する項より、

∂L1

∂∂νAr
µ

+
∂L1

∂∂µAr
ν

≡ 0 (3.52)

を得る。この式より、Ar
µの微分は、∂µA

r
ν − ∂νAr

µという組み合わせでのみL1の中に含まれ
る事が分かる。この事と (3.51)より、Ar

µの微分は、

F r
µν := ∂µA

r
ν − ∂νAr

µ + f r
stA

s
µA

t
ν (3.53)

という組み合わせでのみL1の中に含まれる事が分かる。F r
µν はゲージ場の曲率、またはゲー

ジの強さと呼ばれる。

3.4 ゲージ場の曲率

3.4.1 共変微分と曲率との関係

F r
µνは次のように考えると自然に現れる。
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ψAは変換則

ψ′A = ψA + εr[Gr]
A
Bψ

B (3.54)

に従い、その共変微分は、

(∇µψ)
A = ∂µψ

A + Ar
µ[Gr]

A
Bψ

B (3.55)

であった。これより、一般に、場の組 {ϕa}が、

ϕ′a = ϕa + εr(Gr)
a
bϕ

b (3.56)

と変換するとき、

(∇µϕ)
a := ∂µϕ

a + Ar
µ(Gr)

a
bϕ

b (3.57)

と定める。これより、

(∇ν∇µψ)
A = ∂ν(∇µψ)

A + As
ν [Gs]

A
B(∇µψ)

B

= ∂ν∂µψ
A + ∂νA

r
µ(Grψ)

A + Ar
µ(Gr∂νψ)

A + As
ν(Gs∂µψ)

A + As
νA

r
µ(GsGrψ)

A

(3.58)

となる。よって、

([∇µ,∇ν ]ψ)
A = (∂µA

r
ν − ∂νAr

µ)(Grψ)
A + As

µA
t
ν([Gs,Gt]ψ)

A

= F r
µν [Gr]

A
Bψ

B (3.59)

となる。F r
µνが自然に現れた。

3.4.2 曲率の変換則

今、

Fµν := F r
µνGr (3.60)

とする。これは、

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ] (3.61)

とも書ける。その変換則は、(3.36)

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µTT−1

より、

F ′
µν = ∂µ(TAνT

−1 − ∂νTT−1) + (TAµT
−1 − ∂µTT−1)(TAνT

−1 − ∂νTT−1)− (µ←→ ν)

(3.62)
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である。第 1項は、

∂µ(TAνT
−1 − ∂νTT−1) = ∂µTAνT

−1 + T ∂µAνT
−1 + TAν∂µT

−1

−∂µ∂νTT−1 − ∂νT ∂µT−1

= ∂µTAνT
−1 + T ∂µAνT

−1 − TAνT
−1∂µTT−1

−∂µ∂νTT−1 + ∂νTT−1∂µTT−1 (3.63)

である。ここで、∂µT−1 = −T−1∂µTT−1を用いた。第 2項は、

(TAµT
−1 − ∂µTT−1)(TAνT

−1 − ∂νTT−1)

= TAµAνT
−1 − TAµT

−1∂νTT−1 − ∂µTAνT
−1 + ∂µTT−1∂νTT−1 (3.64)

である。よって、

F ′
µν = TFµνT

−1 (3.65)

となる。これより、

F ′r
µν = [Ad(T )]rsF

s
µν

= [exp e]rsF
s
µν (3.66)

を得る。
今、

fµν := ad(Gr)F
r
µν (3.67)

とすると、

f ′
µν = exp(e)fµν exp(−e) (3.68)

となる。よって、

LGauge =
1

4k
Tr[fµνf

µν ] (3.69)

はゲージ不変である。kは正の定数である。今、

κrs := −Tr[ad(Gr)ad(Gs)] = −fu
rvf

v
su(= −κsr) (3.70)

とすると、

LGauge = −
1

4k
κrsF

r
µνF

s,µν (3.71)

となる。
一般に

Tr[fµνfαβ] (3.72)

19



はゲージ不変である。今、

Fr,µν := κrsF
s
µν (3.73)

とすると、(3.72)のゲージ不変性より、

F ′
r,µν = Fs,µν [exp(−e)]sr (3.74)

を得る。
変換のリー群が半単純のとき、detκrs ̸= 0であり、κrsは逆を持つ。更に、コンパクト半単純
の場合は、パラメーターを適当に変換して κrs = δrsと出来る。なお、ローレンツ群は非コンパ
クトである。

3.4.3 曲率の共変微分

(3.66)より、微小変換では、

F ′r
µν = F r

µν + εtf r
tsF

s
µν (3.75)

となる。よって一般処方 (3.57)より、

∇λF
r
µν = ∂λF

r
µν + At

λf
r
tsF

s
µν (3.76)

となる。これは、

∇λFµν = ∂λFµν + [Aλ,Fµν ] (3.77)

とも書ける。変換則は、

∇′
λF

′
µν = T∇λFµνT

−1 (3.78)

となり、∇λFµνはFµνと同じ変換則を満たす。
また、微小変換で、

F ′
r,µν = Fr,µν − εtf s

trFs,µν (3.79)

となるので、

∇λFr,µν = ∂λFr,µν − At
λf

s
trFs,µν (3.80)

である。ここで、

fabc := κarf
r
bc (3.81)

が完全反対称である (付録A)事を使うと、

∇λ(κrsF
s
µν) = κrs∇λF

s
µν (3.82)

を示す事が出来る。
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3.5 ゲージ場の運動方程式

Ar
µの微分は、F

r
µνの形でのみ現れる：

L1 =: L′
1(A

r
µ, F

r
µν). (3.83)

よって、

∂L1

∂Ar
µ

=
∂L′

1

∂Ar
µ

+
∂L′

1

∂F s
µν

· 2f s
rtA

t
ν , (3.84)

∂L1

∂∂νAr
µ

= 2
∂L′

1

∂F r
νµ

(3.85)

となる。(3.51), 即ち、

− ∂L1

∂Ar
µ

+
∂L1

∂∂νAs
µ

f s
rtA

t
µ ≡ 0

は、

∂L′
1

∂Ar
µ

≡ 0 (3.86)

となる。これより、L1は F r
µνだけの関数である。

(3.50)は、

∂L′
1

∂F s
µν

f s
rtF

t
µν ≡ 0 (3.87)

となる。ここで、(A.23)を用いた。(3.66)より、微小変換で、δF s
µν = εrf s

rtF
t
µν なので、上

式は、

∂L′
1

∂F s
µν

δF s
µν ≡ 0 (3.88)

と等価となる。つまり、L′
1がゲージ不変であるという前提そのものを表している。L′

1 = LGauge

とすると、この式が満たされる。
以下では、

L = L0(ψ,∇ψ) + L′
1 (3.89)

について考える。Ar
µの運動方程式は、

δL
δAr

µ

≡ ∂L′
1

∂F s
µν

· 2f s
rtA

t
ν − ∂ν

(
2
∂L′

1

∂F r
νµ

)
+
∂L0

∂Ar
µ

= 0 (3.90)

である。ここで、

π µν
r := 2

∂L′
1

∂F s
µν

, (3.91)

j µ
r :=

∂L0

∂Ar
µ

=
∂L0

∂(∇µψ)A
(Grψ)

A (3.92)
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と置くと、

∂νπ
µν

r − f s
trA

t
νπ

µν
s = −j µ

r (3.93)

となる。この微分の形は (3.80)と同じなので、

∇λπ
µν

r := ∂λπ
µν

r − f s
trA

t
λπ

µν
s (3.94)

として、

∇νπ
µν

r = −j µ
r . (3.95)

恒等式 (1.34)をL′
1に適用すると、

∂µ[L′
1]

µ
r − At

µf
s
tr[L′

1]
µ
s ≡ 0 (3.96)

となる。ただし、

[L′
1]

µ
r :=

δL′
1

δAr
µ

≡ ∇νπ
µν

r (3.97)

である。(3.96)の微分の形は (3.80)と同じである。今、

∇λX
µ

r := ∂λX
µ

r − f s
trA

t
λX

µ
s (X µ

r = ∇νπ
µν

r , j µ
r ) (3.98)

とすると、

∇µ∇νπ
µν

r ≡ 0, (3.99)

∇µj
µ

r = 0 (3.100)

を得る。
L′

1についての恒等式 (1.37)から (1.39)は、

∂µJ
µ

r ≡ 0, (3.101)

J µ
r + ∂νπ

µν
r ≡ 0, (3.102)

π (µν)
r ≡ 0 (3.103)

となる。ここで、

J ν
r :=

∂L′
1

∂∂νAs
µ

f s
rtA

t
µ − [L′

1]
µ
r (3.104)

である。運動方程式 (3.95)を使うと、

J ν
r = j ν

r − f s
trA

t
µπ

νµ
r (3.105)

となる。(3.101)に代入して、

∂ν(j
ν

r − f s
trA

t
µπ

νµ
r ) = 0. (3.106)

なお、運動方程式 (3.95)は、Maxwell方程式とそっくりの形

∂νπ
µν

r = −(j µ
r − f s

trA
t
νπ

µν
r ) = −J µ

r (3.107)

に書ける。右辺の第 2項からも分かるように、ゲージ場が「ゲージ荷」を持っているため、ゲー
ジ場はゲージ場自身の源の役割も持つ。
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3.6 ゲージ場の再定義

3.6.1 Grの規格化

今、

κrs = Mδrs, (3.108)

Tr(GrGs) = −Nδrs (3.109)

の場合を考える。ただし、M , N は正の定数である。このとき、この時、

LGauge = −
M

4k
δrsF

r
µνF

s,µν (3.110)

である。Gr = αG′
r(αは定数)とすると、

[G′
r,G

′
s] = f ′a

rsG
′
a , f ′a

rs =
1

α
fa

rs (3.111)

である。また、(3.70)の κrsは、

κ′rs := −f ′u
rvf

′v
su =

1

α2
κrs (3.112)

となる。よって、

κ′rs =
M

α2
δrs ≡M ′δrs, (3.113)

Tr(G′
rG

′
s) = −

N

α2
δrs (3.114)

である。また、Ar
µGr = A′r

µG
′
rでA′r

µを定義すると、A
′r
µ = αAr

µであり、

F ′r
µν := ∂µA

′r
ν − ∂νA′r

µ + f ′r
stA

′s
µA

′t
ν

= αF r
µν (3.115)

となる。よって、

LGauge = −
1

4k
κ′rsF

′r
µνF

′s,µν = −M
′

4k
δrsF

′r
µνF

′s,µν (3.116)

となる。αを適当に選んで、Tr(G′
rG

′
s) = −δrsやTr(G′

rG
′
s) = −1

2
δrs とすることが出来る。以

下、Grは適当に規格化されていると仮定し、′を省略する。

3.6.2 ゲージ場の再定義

多くの文献では、ゲージ場Ar
µを gAr

µと表している。ここで、

g :=

√
k

M
(3.117)
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である。今、後者のAr
µを Ãr

µと置く (Ar
µ = gÃr

µ)と、ψ
Aの共変微分は、

∇µψ
A = ∂µψ

A + gÃr
µ[Gr]

A
Bψ

B (3.118)

となり、ゲージ場の曲率は、

F r
µν = gF̃ r

µν , F̃ r
µν := ∂µÃ

r
ν − ∂νÃr

µ + gf r
stÃ

s
µÃ

t
ν (3.119)

となる。また、LGaugeは、

LGauge = −
1

4
δrsF̃

r
µνF̃

s,µν (3.120)

となる。オイラー・ラグランジュ方程式 (3.93)は、L′
1 = LGaugeの場合、

∂νF̃
µν

r − gf s
trÃ

t
νF̃

µν
s = j̃ µ

r , (3.121)

j̃ µ
r := gj µ

r =
∂L0

∂Ãr
µ

(3.122)

となる。ここで、gF̃ µν
r := δrsF

r,µνである6)。

6)添え字を κrs =Mδrs でなく、δrs で下げていることに注意せよ。また、F r,µν =
√
−det(gµν)F

r,µν である。
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4 重力場
この章も [1]を参考にした。重力場のゲージ理論および、重力場のエネルギーについて、文献

[3]が詳しい。

4.1 大域的変換：時空が平坦な場合

まず平坦な時空を考える。つまり、曲率テンソルが至る所 0とする。この時、時空全体に
ローレンツ座標系を設定できる。その座標を Xk(k = 0, 1, 2, · · · , D − 1)とし、計量を ηab =

diag(−1, 1, · · · , 1)とする。また、一般座標を xµとする。今、

hkµ(x) :=
∂Xk

∂xµ
, hµk(x) :=

∂xµ

∂Xk
(4.1)

とすると、

hkνh
ν
l = δkl , h

µ
kh

k
ν = δµν (4.2)

となる。また、

gµν = ηabh
a
µ(x)h

b
µ(x) (4.3)

である。hkµを多脚場という。
大域的内部ローレンツ変換

X ′k = aklX
l (4.4)

に対して、hは

h′kµ = aklh
l
µ, (4.5)

h′µk = (a−1)l kh
µ
l (4.6)

と変換される。微小変換

akl = δkl + εkl (4.7)

に対して、場の組 {ψA}は、

δψA =
1

2
εkl(Gklψ)

A (4.8)

と変換すると仮定する。εkl = −εlk, Gkl = −Glkである。ψα(α = 1, 2, · · · , 2[D/2])をディラック
のスピノール場とし、ψ̄α := i(ψ†γ0)αとする。ただし、γaは、

γ(aγb) = ηab = diag(−1, 1, · · · , 1) (4.9)

を満たすガンマ行列である。ψαに対して、

δψα =
1

4
εab(γabψ)

α, γab := γ[aγb] (4.10)

であり、ψ̄αに対して、

δψ̄α = −1

4
εab(ψ̄γab)α (4.11)

である。
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4.2 局所的変換：時空が平坦な場合

以下では一般の時空は考える。この場合、X系は存在しない。ただし、(4.3)を満たす多脚場
は存在する。局所内部ローレンツ変換は

h′kµ = akl(x)h
l
µ, (4.12)

h′µk = (a−1)l kh
µ
l (4.13)

である。このとき、場の共変微分は、

∇µψ
A := ∂µψ

A +
1

2
Aab

µ(Gabψ)
A (4.14)

である。Aab
µ = −Aba

µである。特に、

∇µψ
α = ∂µψ

α +
1

4
Aab

µ(γabψ)
α, (4.15)

∇µψ̄α = ∂µψ̄α −
1

4
Aab

µ(ψ̄γab)α (4.16)

である。今、

Aµ :=
1

2
Aab

µG (4.17)

とすると、

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µTT−1 (4.18)

である。ところで、ψA = V a(ベクトル場)のとき、

[T ]klV
l = aklV

l (4.19)

つまり、[T ]kl = aklである
7)。これと、

(Aµ)
a
b = Aa

bµ (4.21)

より、

A′a
bµ = aaiA

a
jµ(a

−1)jb − ∂µa
a
i(a

−1)i b (4.22)

を得る。Aの曲率は、

F a
bµν = ∂µA

a
bν − ∂νAa

bµ + Aa
cµA

c
bν − Aa

cνA
c
bµ (4.23)

であり、その変換則は、

F ′a
bµν = aaiF

i
jµν(a

−1)jb (4.24)

である。よって、

rαβµν := hαaF
a
bµνh

b
β (4.25)

はゲージ不変である。
7)これより、

(Gab)
i
j = δiaηbj − δibηaj (4.20)

を得る。
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4.3 曲率テンソル

一般公式より、

∇µVk = ∂µVk + A l
k µVl (4.26)

である。一方、

∇µVν ≡ ∂µVν − Γλ
νµVλ (4.27)

と定める。ただし、∇µVνは 2階テンソルでることを要請する。これにより、Γの変換則が決ま
る。さて、今、

hkν∇µVk = ∇µVν (4.28)

を要請する (ただし、Vν = hkνVk)。左辺は、

hkν∇µVk = ∂µVν − ∂µhkνVk + hkνA
l
k µVl

= ∂µVν − ∂µhkνhλkVλ + A l
k µh

k
νh

λ
lVλ (4.29)

であるから、

Γλ
νµ = ∂µh

k
νh

λ
k − A l

k µh
k
νh

λ
l (4.30)

を得る。これは、

∂µh
k
λ = Γα

λµh
k
α − Ak

lµh
l
λ (4.31)

とも書ける。
ところで、hkνは 2階微分可能なので、

∂ν∂µh
k
λ = ∂µ∂νh

k
λ (4.32)

である。左辺は、

∂νΓ
α
λµh

k
α + Γα

λµ∂νh
k
α − ∂νAk

lµh
l
λ − Ak

lµ∂νh
l
λ

= ∂νΓ
α
λµh

k
α + Γα

λµ(Γ
ρ
ανh

k
ρ − Ak

lνh
l
α)− ∂νAk

lµh
l
λ − Ak

lµ(Γ
α
λνh

l
α − Al

mνh
m
λ) (4.33)

であり、右辺は、

∂µΓ
α
λνh

k
α + Γα

λν(Γ
ρ
αµh

k
ρ − Ak

lµh
l
α)− ∂µAk

lνh
l
λ − Ak

lν(Γ
α
λµh

l
α − Al

mµh
m
λ) (4.34)

なので、

hkαR
α
βµν = F k

lµνh
l
β (4.35)

を得る。ここで、

Rα
βµν := ∂µΓ

α
βν − ∂νΓα

βµ + Γα
γµΓ

γ
βν − Γα

γνΓ
γ
βµ (4.36)

は曲率テンソルである。(4.35)より、(4.25)の rαβµνはRα
βµνとなる。
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A 線形リー群
この付録は [1]の付録Bを参考にした。

A.1 線形リー群とリー代数

複素数の行列要素を持つN次行列の全体をM(N,C)と書く。M(N,C)のうち、行列式が 0で
ないもの全体をGL(N,C)と書く。GL(N,C)の閉部分群を線形リー群と言う。Gを線形リー群
とする。リー代数 gを、

g = {X ∈ M(N,C)|∀a ∈ R, exp(aX) ∈ G} (A.1)

で定義する。gの任意の元A, Bについて、

aA ∈ g (a ∈ R) , A+B ∈ g , [A,B] := AB −BA ∈ g (A.2)

となる。Grをリー代数の基底とすると、任意のX ∈ gは、実数 crを用いて、X = crGrと一
意的に書ける。
T (ε)を線形リー群の元とすると、単位元の近くで、

T (ε) = exp[εrGr] (A.3)

と書ける。εrは実パラメーターである。コンパクト (パラメーターの範囲が有限)で連結な線形
リー群8)の任意の元は、この形で書けるが、一般には、この形で書けるとは限らない。

A.2 構造定数

T (ε)を線形リー群Gの元とすると、任意の実パラメーター a, bに対して、T (a)T (b) ∈ Gな
ので、

T (c) = T (a)T (b) (A.4)

となる実パラメーター cが存在する。これを

cr = f r(a, b) (A.5)

とかく。f r(a, b)は以下の性質を持つ：

f r(a, f(b, c)) = f r(f(a, b), c), (A.6)

f r(a, 0) = f r(0, a) = ar. (A.7)

また、f r(a, b)は a, bについて任意の階数まで連続微分可能とする。a = 0がGの単位元に相当
するので、(A.4)を ar, bsで微分した後、a, bを全て 0と置くと、

∂2T (c)

∂ck∂cl

∣∣∣
c=0

∂f l(a, b)

∂ar

∣∣∣
a,b=0

∂fk(a, b)

∂bs

∣∣∣
a,b=0

+
∂2fp(a, b)

∂ar∂bs

∣∣∣
a,b=0

Gp = GrGs (A.8)

8)U(n), SU(n), SO(n), Sp(n)は連結なコンパクト群である。
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を得る。ここで、(A.3)より、

∂T (ε)

∂εr

∣∣∣
ε=0

= Gr (A.9)

である事を用いた。(A.7)より、

∂f l(a, b)

∂ar

∣∣∣
b=0

= δlr ,
∂fk(a, b)

∂bs

∣∣∣
a=0

= δks (A.10)

なので、(A.8)は、

∂2T (c)

∂cr∂cs

∣∣∣
c=0

+
∂2fp(a, b)

∂ar∂bs

∣∣∣
a,b=0

Gp = GrGs (A.11)

となる。r, sを入れ換えた式との差を計算して、

[Gr,Gs] = GrGs −GsGr = fp
rsGp, (A.12)

fp
rs :=

∂2fp(a, b)

∂ar∂bs

∣∣∣
a,b=0

− ∂2fp(a, b)

∂as∂br

∣∣∣
a,b=0

(A.13)

となる。構造定数と呼ばれる fp
rsは、パラメーターの結合則を表す関数 fp(a, b)により完全に

決定される。構造定数は実数である。パラメーターの取り方を変えると、fp(a, b)や構造定数,

基底Grも変化する。

A.3 随伴表現

X ∈ G, A ∈ gとすると、

XeAX−1 = eXAX−1 ∈ G (A.14)

なので、XAX−1 ∈ gである。特に、XGrX
−1 ∈ gなので、

XGrX
−1 = αs

rGr (A.15)

と書ける。αs
rは実数である。αは群の表現となる。これは随伴表現と呼ばれる。αをAd(X)

と書く。
今、X ∈ Gが実数 sを用いて、

X = esB (A.16)

と書けるとする。この時、

Ad(X) =: exp(s · ad(B)) (A.17)

で行列 ad(B)を定める。定義より、

esBGre
−sB = Gs[exp(s · ad(B))]sr (A.18)
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である。sで微分した後に s = 0と置いて、

[B,Gr] = Gt[ad(B)]tr. (A.19)

B = Gsとして、

(f t
srGt = )[Gs,Gr] = Gt[ad(Gs)]

t
r (A.20)

即ち、

[ad(Gs)]
t
r = f t

sr (A.21)

を得る。
ヤコビ恒等式

[[Gr,Gs],Gt] + [[Gs,Gt],Gr] + [[Gt,Gr],Gs] = 0 (A.22)

より、

fp
rsf

q
pt + fp

stf
q
pr + fp

trf
q
ps = 0. (A.23)

これと (A.21)より、

[ad(Gs), ad(Gr)] = ad(Gt)f
t
sr. (A.24)

これは、ad(Gs)がリー代数 gの表現であることを表す。

A.4 構造定数の完全反対称性

上式に ad(Gu)をかけてTrを取ると、

Tr
(
[ad(Gs), ad(Gr)]ad(Gu)

)
= −κtuf t

sr (A.25)

である。左辺は、

Tr
(
[ad(Gs), ad(Gr)]ad(Gu)

)
= Tr

(
ad(Gr)[ad(Gu), ad(Gs)]

)
= Tr

(
ad(Gr)ad(Gt)

)
f t

us

= −κrtf t
us (A.26)

なので、

κrtf
t
us = κtuf

t
sr (A.27)

を得る。この式は、

frus = fusr = −furs (A.28)

を意味する。これより、fabcは完全反対称である。
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B エネルギー運動量保存則

B.1 「物質」系のエネルギー・運動量保存則

重力場以外を「物質」と呼ぶ。「物質」は、スカラー場の組 {ϕa}とゲージ場の組 {Ar
µ}とか

らなるとする。「物質場」をまとめて、{ψA}と書く。微小座標変換

x′µ = xµ + εµ(x) (B.1)

を考える。この時、

δϕa = 0, (B.2)

δAr
µ = −Ar

α∂µε
α, (B.3)

δgµν = −gαν∂µεα − gµα∂νεα (B.4)

である。この変換で、「物質」のラグランジアン密度Lmatが不変9) とする。この時、Noether

の第 2定理は、

[Lmat]A(−∂νψA) +
1

2

√
−gT αβ(−∂νgαβ) + ∂µ([Lmat]

α
rA

r
νδ

µ
α +
√
−gT αβδµ(αgβ)ν) ≡ 0 (B.5)

および、

∂µB
µ
ν ≡ 0, (B.6)

Bµ
ν + ∂αC

α,µ
ν ≡ 0, (B.7)

C(α,µ)
ν ≡ 0 (B.8)

である。ただし、

Bµ
ν := −

√
−gΘµ

ν + [Lmat]
α
r (−Ar

νδ
µ
α)−

√
−gT αβδµ(αgβ)ν , (B.9)

Cα,µ
ν :=

∂Lmat

∂(∂αAr
σ)
(−Ar

νδ
µ
σ) (B.10)

である。ここで、

T µν = 2
1√
−g

∂Lmat

∂gµν
(B.11)

はエネルギー・運動量テンソルで、

Θµ
α :=

1√
−g

[ ∂Lmat

∂(∂µψA)
∂αψ

A − δµαLmat

]
(B.12)

は正準エネルギー・運動量テンソル10)である。ただし、∂Lmat/∂(∂µgαβ) = 0を用いた。また、
[Lmat]

α
r はAr

αに対する [Lmat]Aである。

9)ラグランジアン密度が不変とは、(1.6)の δLが 0という事である。
10)これは (B.17)より分かるように、Θµ

α はテンソルの成分ではない。
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物質の運動方程式 [Lmat]A = 0を使うと、(B.5)は、

∂µ(
√
−gT µ

ν)−
1

2

√
−gT αβ∂νgαβ = 0 (B.13)

となる。これは、

∇µT
µ
ν = 0 (B.14)

と等価11)であり、エネルギー・運動量保存則を表す。また、(B.6), (B.7)は、

∂µ(
√
−gΘµ

ν +
√
−gT µ

ν) = 0, (B.15)
√
−gΘµ

ν +
√
−gT µ

ν + ∂α

[ ∂Lmat

∂(∂[αAr
µ])
Ar

ν

]
= 0 (B.16)

となる。ただし、(B.8)も用いた。この第 2式より、

T µ
ν = −Θµ

ν −
1√
−g

∂α

[ ∂Lmat

∂(∂[αAr
µ])
Ar

ν

]
(B.17)

を得る12) 。
ここで、平坦な時空を考えよう。このとき、

∂µT
µ
ν = 0 = −∂µΘµ

ν (B.18)

である。よって、

Eµ
ν := Θµ

ν + ∂αF
[αµ]

ν (B.19)

も

∂µE
µ
ν = 0 (B.20)

を満たす。ただし、F [αµ]
νはα, µに対して反対称な任意の量である。(B.17)の右辺第 2項は、こ

の F
[αµ]

νに対応する。

11)この共変微分は、リーマン接続に対するものである。共変微分の定義と、
{
µ
λµ

}
= 1

2g
µν∂λgµν より、

∇µT
µ
ν =

1√
−g

∂µ(
√
−gTµ

ν)−
{
α
νµ

}
Tµ

α

=
1√
−g

∂µ(
√
−gTµ

ν)−
1

2
∂νgαµT

µα

を得る。
12)Tµν は対称だが、Θµν は一般には対称ではない。
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B.2 全系のエネルギー・運動量保存則

重力場と「物質場」(物質場 (ディラック場とスカラー場)とゲージ場)からなる系を考える。
全系のラグランジアン密度は、

L = LG +Lmat (B.21)

である。LGは重力場のラグランジアン密度13)で、Lmatは「物質場」のそれである。「物質場」
の組を {ψA}と書き、これに多脚場 θaµを加えたものを {ϕA}とかく。大域的な微小座標変換

x′µ = xµ + εµ (B.22)

でLGおよびLmatが不変だとする。この変換で場は変化しない。この時、運動方程式が成り立
つところで、

∂µΞ
µ
ν = 0 (B.23)

となる。これはNoetherの第 1定理 (1.24)である。ここで、

Ξµ
ν =

∂L
∂(∂µϕA)

∂νϕ
A − δµνL

= −tµν +Θµ
ν (B.24)

である。ここで、

tµν := − ∂LG

∂∂µθaα
∂νθ

a
α + δµνLG (B.25)

は、重力場のエネルギー擬テンソル密度と呼ばれ、

Θµ
ν :=

∂Lmat

∂(∂µψA)
∂νψ

A +
∂Lmat

∂(∂µθaα)
∂νθ

a
α − δµαLmat (B.26)

は正準エネルギー・運動量テンソル密度と呼ばれる。ここで、よって、(B.23)は、

∂µ(−tµν +Θµ
ν) = 0 (B.27)

である。よって、(1.4)の仮定の下で、

Pµ :=

∫
dD−1x (t0µ −Θ0

µ) (B.28)

は保存する。(−P0)はこの系の全エネルギーを表し、Pkは全運動量の直交積分を表す。
ここで、ディラック場はないとする。すると、(B.15)より、

∂µΘ
µ
ν = −∂µ(

√
−gT µ

ν) (B.29)

である。よって、

∂µ(t
µ
ν +
√
−gT µ

ν) = 0 (B.30)

13)LG は多脚場とその微分のみからなる (2階微分を含まない)スカラーである。
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が従う。また、ディラック場がないので、重力場のラグランジアン密度は、

LG =
1

2κ
G :=

1

2κ

√
−gG (B.31)

と出来る。ただし、Gは、

G = gµν
[{ ρ

γν

}{
γ

µρ

}
−

{
ρ

γρ

}{
γ

µν

}]
(B.32)

である。(B.22)に対して、場およびその微分が不変な事と、座標変換のヤコビアンが 1である
事から、上式のLGは不変である。また、エネルギー擬テンソル密度は、

tµν =
1

2κ

[
− ∂G

∂∂µgαβ
∂νgαβ +Gδµν

]
(B.33)

となる。この量は、1916年にアインシュタインによって見付けられたので、アインシュタイン
のエネルギー擬テンソル密度 (または、energy complex)と呼ばれる。
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Poincaré gauge theories: a covariant Hamiltonian approach”, Int. J. Mod. Phys. D 24,

1530026 (2015).

[4] Y. Kaminaga, “Covariant Analytic Mechanics with Differential Forms and Its Application

to Gravity”, EJTP 9, 199 (2012).

35


