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1 ハウスドルフ公式の導出

eA+B = e−
1
2
[A,B]eAeB for

[
A, [A,B]

]
=

[
B, [A,B]

]
= 0 (1.1)

を示す。
U(x)を

ex(A+B) = U(x)exB (1.2)

で定義する。ただし、xは実数パラメーターである。これを xで微分すると、

ex(A+B)(A+B) = U ′(x)exB + U(x)exBB (1.3)

となる。ここで、′ ≡ d
dx である。(1.3)に (1.2)を代入して、

U(x)exB(A+B) = U ′(x)exB + U(x)exBB,

U(x)exBA = U ′(x)exB,

U ′(x) = U(x)exBAe−xB

≡ U(x)f(x) (1.4)

を得る。ただし、

f(x)
def
= exBAe−xB (1.5)

である。(1.4)を積分して

U(x) = U(0) +

∫ x

0
dy1 U(y1)f(y1) (1.6)
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を得る。(1.2)より

U(0) = 1 (1.7)

である。(1.6)の右辺の U(y1)に (1.6)の右辺全体を代入し、この操作を繰り返して、

U(x) = 1 +

∫ x

0
dy1 U(y1)f(y1)

= 1 +

∫ x

0
dy1 f(y1) +

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 U(y2)f(y2)f(y1)

= 1 +

∫ x

0
dy1 f(y1) +

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 f(y2)f(y1) + · · ·

= 1 +

∞∑
n=1

∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 · · ·

∫ yn−1

0
dyn f(yn)f(yn−1) · · · f(y1) (1.8)

を得る。
f(x)を求める。(1.5)を xで微分して、

f ′(x) = exBBAe−xB − exBABe−xB

= exB[B,A]e−xB (1.9)

を得る。さらに、xで微分して、

f ′′(x) = exBB[B,A]e−xB − exB[B,A]Be−xB

= exB
[
B, [B,A]

]
e−xB (1.10)

となる。もし、 [
B, [B,A]

]
= 0 (1.11)

であるなら、

f ′′(x) = 0 (1.12)

となる。また、(1.5), (1.9)より、

f(0) = A, (1.13)

f ′(0) = [B,A] (1.14)

である。この初期条件の下で (1.12)を解いて、

f(x) = A− [A,B]x for
[
B, [B,A]

]
= 0 (1.15)

を得る。
さて、もし、 [

A, [A,B]
]
= 0 (1.16)

であれば、f(x)と f(x′)とは可換である。よって、(1.8)の和の中身は、∫ x

0
dy1

∫ y1

0
dy2 · · ·

∫ yn−1

0
dyn f(yn)f(yn−1) · · · f(y1) =

1

n!

[ ∫ x

0
dy f(y)

]n
(1.17)
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となり、

U(x) = exp
(∫ x

0
dy f(y)

)
= exp

(
Ax− 1

2
[A,B]x2

)
(1.18)

を得る。これを (1.2)に代入して、

ex(A+B) = exp
(
Ax− 1

2
[A,B]x2

)
exB

= exp
(
− 1

2
[A,B]x2

)
exAexB (1.19)

を得る。ただし、第 2等号でAと [A,B]とが可換であることを用いた。この式で x = 1として、

eA+B = e−
1
2
[A,B]eAeB for

[
A, [A,B]

]
=

[
B, [A,B]

]
= 0 (1.20)

を得る。
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2 su(1, 1), su(2)の公式の導出

su(1, 1), su(2)の生成子は、

[S−, S+] = 2σSz, (2.1)

[S−, Sz] = S−, (2.2)

[S+, Sz] = −S+ (2.3)

を満たす。σ = 1が su(1, 1), σ = −1が su(2)に対応する。今、

ex(AzSz+A−S−+A+S+) ≡ ef+(x)S+F (x), (2.4)

F (0) = 1 , f+(0) = 0 (2.5)

とおく。これを微分して、

(AzSz +A−S− +A+S+)e
f+(x)S+F (x) = f ′

+(x)S+F (x) + ef+(x)S+F ′(x)

F ′(x)について解いて、

F ′(x) = [A+ − f ′
+(x)]S+F (x) + e−f+(x)S+(AzSz +A−S−)e

f+(x)S+F (x) (2.6)

を得る。今、

ti(x)
def
= e−f+(x)S+Sie

f+(x)S+ (2.7)

とすると、

t′−(x) = −e−f+(x)S+f ′
+(x)S+S−e

f+(x)S+ + e−f+(x)S+S−f
′
+(x)S+e

f+(x)S+

= f ′
+(x)e

−f+(x)S+ [S−, S+]e
f+(x)S+

= f ′
+(x)e

−f+(x)S+2σSze
f+(x)S+

≡ 2σf ′
+(x)tz(x) (2.8)

である。ただし、第 3等号で (2.1)を用いた。また、

t′z(x) = f ′
+(x)e

−f+(x)S+ [Sz, S+]e
f+(x)S+

= f ′
+(x)e

−f+(x)S+S+e
f+(x)S+

= f ′
+(x)S+ (2.9)

である。第 2等号で (2.3)を用いた。ところで、

t−(0) = S− , tz(0) = Sz (2.10)

である。(2.9)をこの初期条件の下で解くと、

tz(x) = Sz + f+(x)S+ (2.11)

となる。これを (2.8)に代入して

t′−(x) = 2σf ′(x)[Sz + f+(x)S+]

= σ
d

dx
[2f+(x)Sz + f2

+(x)S+] (2.12)
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を得る。これを初期条件 (2.10)の下で解いて、

t−(x) = S− + 2σf+(x)Sz + σf2
+(x)S+ (2.13)

を得る。(2.6)は、

F ′(x) = [A+ − f ′
+(x)]S+F (x) + [AzSz +Azf+(x)S+ +A−S− + 2σA−f+(x)Sz + σA−f

2
+(x)S+]F (x)

= [A+ − f ′
+(x) +Azf+(x) + σA−f

2
+(x)]S+F (x) + [AzSz +A−S− + 2σA−f+(x)Sz]F (x) (2.14)

となる。今、

A+ − f ′
+(x) +Azf+(x) + σA−f

2
+(x) = 0 (2.15)

とすると、(2.14)は、

F ′(x) = [AzSz +A−S− + 2σA−f+(x)Sz]F (x) (2.16)

となる。(2.15)を (2.5)の初期条件の下に解く。

1

f ′
+(x)

=
dx

df+
=

1

A+ +Azf+(x) + σA−f2
+(x)

,

x =

∫ f+(x)

0

df

A+ +Azf + σA−f2
. (2.17)

今、

A+ +Azf + σA−f
2 = A−(f − α)(f − β)　, (2.18)

α, β =
−Az ±

√
A2

z − 4σA−A+

2A−
(2.19)

とすると、 ∫ f+(x)

0

df

A+ + σAzf +A−f2
=

1

A−(α− β)

∫ f+(x)

0
df

( 1

f − α
− 1

f − β

)
=

1

A−(α− β)

(
ln

f+(x)− α

−α
− ln

f+(x)− β

−β

)
=

1

A−(α− β)
ln[

f+(x)− α

f+(x)− β
· β
α
]. (2.20)

これと (2.17)より、

exA−(α−β) =
f+(x)− α

f+(x)− β
· β
α
,

f+(x) = β
exA−(α−β) − 1

exA−(α−β) − β/α
(2.21)
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を得る。これは、次のようにも書ける：

f+(x) = β
exA−(α−β)/2 − e−xA−(α−β)/2

exA−(α−β)/2 − β/αe−xA−(α−β)/2

=
2αβ

α− β

sinh A−(α−β)x
2

cosh A−(α−β)x
2 + α+β

α−β sinh A−(α−β)x
2

=
A−αβ

ϕ

sinh(ϕx)

cosh(ϕx) + A−(α+β)
2ϕ sinh(ϕx)

=
A+

ϕ

sinh(ϕx)

cosh(ϕx)− Az
2ϕ sinh(ϕx)

, (2.22)

ϕ
def
=

A−(α− β)

2
=

√
A2

z/4− σA−A+. (2.23)

今、

F (x) = efz(x)SzG(x), (2.24)

G(0) = 1 , fz(0) = 0 (2.25)

とおく。これを微分し、(2.16)を代入すると、

[AzSz +A−S− + 2σA−f+(x)Sz]e
fz(x)SzG(x) = f ′

z(x)Sze
fz(x)SzG(x) + efz(x)SzG′(x)

となり、これから、

G′(x) = [Az + 2σA−f+(x)− f ′
z(x)]SzG(x) +A−e

−fz(x)SzS−e
fz(x)SzG(x) (2.26)

を得る。ここで、

u−(x)
def
= e−fz(x)SzS−e

fz(x)Sz (2.27)

を導入すると、

u′−(x) = f ′
z(x)e

−fz(x)Sz [S−, Sz]e
fz(x)Sz

= f ′
z(x)e

−fz(x)SzS−e
fz(x)Sz

= f ′
z(x)u−(x) (2.28)

である。ただし、第 2等号で、(2.2)を用いた。これを初期条件

u−(0) = S− (2.29)

の下で解くと、

u−(x) = efz(x)S−

すなわち、

e−fz(x)SzS−e
fz(x)Sz = efz(z)S− (2.30)

を得る。(2.26)は、

G′(x) = [Az + 2σA−f+(x)− f ′
z(x)]SzG(x) +A−e

fz(z)S−G(x) (2.31)
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となる。今、

Az + 2σA−f+(x)− f ′
z(x) = 0 (2.32)

とすると、(2.31)は、

G′(x) = A−e
fz(x)S−G(x) (2.33)

となる。(2.32),(2.25),(2.22)より、

fz(x) = Azx+ 2σA−

∫ x

0
dy f+(y)

= Azx+
1

ϕ

∫ x

0
dy

2σA−A+ sinh(ϕy)

cosh(ϕy)− Az
2ϕ sinh(ϕy)

=
1

ϕ

∫ x

0
dy

[
ϕAz +

2σA−A+ sinh(ϕy)

cosh(ϕy)− Az
2ϕ sinh(ϕy)

]
=

1

ϕ

∫ x

0
dy

2[σA−A+ − σA2
z/4] sinh(ϕy) + ϕAz cosh(ϕy)

cosh(ϕy)− Az
2ϕ sinh(ϕy)

=

∫ x

0
dy

−2ϕ sinh(ϕy) +Az cosh(ϕy)

cosh(ϕy)− Az
2ϕ sinh(ϕy)

= −2

∫ x

0
dy

1

cosh(ϕy)− Az
2ϕ sinh(ϕy)

d

dy
[cosh(ϕy)− Az

2ϕ
sinh(ϕy)]

= −2 ln[cosh(ϕx)− Az

2ϕ
sinh(ϕx)] + 2 ln[cosh(0)− Az

2ϕ
sinh(0)]

= −2 ln[cosh(ϕx)− Az

2ϕ
sinh(ϕx)] (2.34)

となる。(2.33),(2.25)より、

G(x) = ef−(x)S− , (2.35)

f−(x) = A−

∫ x

0
dy efz(y)

(2.36)

であり、(2.34)より、

f−(x) = A−

∫ x

0

dy

[cosh(ϕy)− Az
2ϕ sinh(ϕy)]2

(2.37)

である。今、

u = eϕy (2.38)

とすると、

dy =
du

ϕu
,

cosh(ϕy)− Az

2ϕ
sinh(ϕy) =

2ϕ−Az

4ϕ
u+

2ϕ+Az

4ϕ
u−1
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なので、

f−(x) = A−

∫ u(x)

1

du

ϕu

u2

[2ϕ−Az

4ϕ u2 + 2ϕ+Az

4ϕ ]2

= A−

∫ u(x)

1
du

16ϕu

[(2ϕ−Az)u2 + 2ϕ+Az]2

= A−

∫ u(x)

1
du

8ϕ

2ϕ−Az

1

[(2ϕ−Az)u2 + 2ϕ+Az]2
d

dy
[(2ϕ−Az)u

2 + 2ϕ+Az]

= −A−
8ϕ

2ϕ−Az

1

(2ϕ−Az)u2 + 2ϕ+Az

∣∣∣u(x)
1

= −A−
8ϕ

2ϕ−Az

( 1

(2ϕ−Az)u2(x) + 2ϕ+Az
− 1

4ϕ

)
= −A−

8ϕ

2ϕ−Az

4ϕ− (2ϕ−Az)u
2(x)− 2ϕ−Az

[(2ϕ−Az)u2(x) + 2ϕ+Az] · 4ϕ

=
2A−

2ϕ−Az

(2ϕ−Az)u
2(x)− 2ϕ+Az

(2ϕ−Az)u2(x) + 2ϕ+Az

=
2A−

2ϕ−Az

(2ϕ−Az)e
ϕx − (2ϕ−Az)e

−ϕx

(2ϕ−Az)eϕx + (2ϕ+Az)e−ϕx

= 2A−
sinh(ϕx)

2ϕ cosh(ϕx)−Az sinh(ϕx)

=
A−
ϕ

sinh(ϕx)

cosh(ϕx)− Az
2ϕ sinh(ϕx)

(2.39)

となる。まとめると、

ex(AzSz+A−S−+A+S+) = ef+(x)S+efz(x)Szef−(x)S− , (2.40)

f+(x) =
A+

ϕ

sinh(ϕx)

cosh(ϕx)− Az
2ϕ sinh(ϕx)

, (2.41)

fz(x) = −2 ln[cosh(ϕx)− Az

2ϕ
sinh(ϕx)], (2.42)

f−(x) =
A−
ϕ

sinh(ϕx)

cosh(ϕx)− Az
2ϕ sinh(ϕx)

, (2.43)

ϕ =
√

A2
z/4− σA−A+ (2.44)

である。

2.1 応用

正準交換関係

[a, a†] = 1 , [b, b†] = 1 (2.45)

を満たす (これ以外の交換関係は 0である)生成・消滅演算子に対して、

S+
def
= b†a† , S−

def
= ab , Sz

def
=

1

2
(aa† + b†b) (2.46)

を定義する。これらの交換関係は (2.1)から (2.3)で σ = 1としたものを満たす。上の公式から、

eθ(b
†a†−ab) = ea

†b† tanh θe−(aa†+b†b) ln cosh θe−ab tanh θ (2.47)

を得る。
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