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Abstract

まずファインマンの重力理論 [1]を解説する。§5ではラグランジアン密度を見付ける別
の方法を解説する。§6ではDeserの議論を紹介する。
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1 質点の運動方程式
1.1 設定
ミンコフスキー時空について考える。つまり、計量テンソルは、

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (1.1)

であるとする。重力場は 2階対称テンソル hµνであると考える [1]。
質点系と重力場の合成系の作用は以下であると仮定する:

S = Sparticle + Sint + SGravity, (1.2)

Sparticle =
∑
a

ma

2

∫
dλa

[
ea(λa)ηµν

dzµa
dλa

dzνa
dλa

− c2

e(λa)

]
, (1.3)

Sint =
∑
a

ga
2

∫
dλa ea(λa)hµν(za)

dzµa
dλa

dzνa
dλa

. (1.4)

maは質量で、gaは結合定数である。eaは補助場で、λaはパラメーターである1) 。重力場の作
用SGravityは後で決定する。パラメーターの変換で eaは 1とできる。eaが 1となるパラメーター
を τaとすると、

Sparticle =
∑
a

ma

2

∫
dτa

[
ηµν

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− c2
]
, (1.5)

Sint =
∑
a

ga
2

∫
dτa hµν(za)

dzµa
dτa

dzτa
dτa

. (1.6)

を得る。Sparticleの第 2項は変分に効かないので、以下では落とし、それを S̃particleとする。

1.2 作用原理
質点についての作用は、

Sp := S̃particle + Sint =
∑
a

ma

2

∫
dτa

(
ηµν +

ga
ma

hµν(za)
)dzµa
dτa

dzνa
dτa

(1.7)

である。今、

g(a)µν := ηµν +
ga
ma

hµν (1.8)

とすると、

Sp =
∑
a

ma

2

∫
dτa g

(a)
µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

(1.9)

1)λa → λ′
a で、ea → e′a =

dλ′
a

dλa
ea である。
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であり、

δSp =
∑
a

ma

2

∫
dτa

(
δg(a)µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

+ 2g(a)µν (za)
dδzµa
dτa

dzνa
dτa

)
=

∑
a

ma

2

∫
dτa δz

λ
a

(
∂λg

(a)
µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− d

dτa

[
2g

(a)
λν (za)

dzνa
dτa

])
=

∑
a

ma

2

∫
dτa δz

λ
a

(
∂λg

(a)
µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− 2∂µg
(a)
λν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− 2g
(a)
λν (za)

d2zνa
dτ 2a

)
=

∑
a

ma

2

∫
dτa δz

λ
a · (−2)

(1
2

[
− ∂λg

(a)
µν + ∂µg

(a)
λν + ∂νg

(a)
λµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

+ g
(a)
λν (za)

d2zνa
dτ 2a

)
(1.10)

となる。よって、

g
(a)
λν (za)

d2zνa
dτ 2a

+
1

2

[
− ∂λg

(a)
µν + ∂µg

(a)
λν + ∂νg

(a)
λµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (1.11)

を得る。これは、(
ηλν +

ga
ma

hλν(za)
)d2zνa
dτ 2a

+
1

2

ga
ma

[
− ∂λhµν + ∂µhλν + ∂νhλµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (1.12)

である。
ところで、等価原理より、

ga
ma

= 1 (1.13)

である [3]。よって、

gµν := ηµν + hµν (1.14)

とすると、

gλν(za)
d2zνa
dτ 2a

+
1

2

[
− ∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (1.15)

である。今、

Γλµν :=
1

2

[
− ∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ

]
(1.16)

と置くと、

gλν(za)
d2zνa
dτ 2a

+ Γλµν(za)
dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (1.17)

である。
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1.3 パラメーターの同定
ところで、

C(τ) := gµν
dzµ

dτ

dzν

dτ
(1.18)

とすると、
dC

dτ
= ∂λgµν

dzλ

dτ

dzµ

dτ

dzν

dτ
+ 2gµν

dzµ

dτ

d2zν

dτ 2

= ∂λgµν
dzλ

dτ

dzµ

dτ

dzν

dτ
− 2Γµλν(za)

dzµ

dτ

dzλ

dτ

dzν

dτ
= 0 (1.19)

である。よって、Cは定数である。τ は、

gµν
dzµ

dτ

dzν

dτ
= −c2 (1.20)

を満たす。これは、e(τ)についてのオイラー・ラグランジュ方程式とも一致する。このとき、

Sparticle + Sint = −
∑
a

mac
2

∫
dτa (1.21)

となる。

2 エネルギー・運動量テンソル
今、

T µν
(p)(x) :=

∑
a

ma

∫
dτa δ

4(x− za)
dzµa
dτa

dzνa
dτa

(2.1)

とすると、

Sint =

∫
d4x

1

2
hµν(x)T

µν
(p)(x) (2.2)

となる。T µν
(p)は質点系のエネルギー・運動量テンソルである。

ところで、

∂νT
µν
(p) =

∑
a

ma

∫
dτa ∂νδ

4(x− za)
dzµa
dτa

dzνa
dτa

=
∑
a

ma

∫
dτa (−1)

dδ4(x− za)

dτa

dzµa
dτa

=
∑
a

ma

∫
dτa δ

4(x− za)
d2zµa
dτ 2a

(2.3)
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であるから、

gλµ∂νT
µν
(p) =

∑
a

ma

∫
dτa δ

4(x− za)gλµ(za)
d2zµa
dτ 2a

=
∑
a

ma

∫
dτa δ

4(x− za)
[
− Γλµν(za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

]
= −Γλµν(x)

∑
a

ma

∫
dτa δ

4(x− za)
dzµa
dτa

dzνa
dτa

= −Γλµν(x)T
µν
(p)(x) (2.4)

となる。質点の運動方程式 (1.17)を用いた。整理すると、

gλµ∂νT
µν
(p) = −ΓλµνT

µν
(p) (2.5)

である。
質点と重力場と、ゲージ場などのその他の場との合成系のラグランジアン密度を、

Stot = Sparticle +

∫
d4x

1

2
hµν(x)T

µν
(p)(x) + SGravity + Smatter (2.6)

とする。Smatterの hµνについての変分を、

δSmatter =

∫
d4x δhµν(x)

1

2
T µν
(m) (2.7)

で定義し、

T µν := T µν
(p) + T µν

(m) (2.8)

と置く。T µνも (2.5)を満たすと仮定する：

gλµ∂νT
µν = −ΓλµνT

µν . (2.9)

3 重力場の作用：低次からの構成
3.1 一般論
重力場の作用を

SGravity =
∞∑
n=2

S(n) , S(n) =

∫
d4x L(n) (3.1)

と展開する。ここで、L(n)は hµνの n次の項からなる。hµνによる変分を、

δS(n+1) = −1

2

∫
d4x δhµνχ

µν
(n) (3.2)
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と置く。ただし、

∂νχ
µν
(1) = 0 (3.3)

を要請する。運動方程式は、
∞∑
n=1

χµν
(n) = T µν (3.4)

である。よって、

∂νχ
µν
(1) = ∂ν(T

µν −
∞∑
n=2

χµν
(n)) = 0 (3.5)

となる。(2.9)は、

gλµ∂νT
µν = −ΓλµνT

µν (3.6)

であった。よって、

gλµ∂νT
µν = −Γλµν

∞∑
n=1

χµν
(n) (3.7)

である。これと (3.5)より、

Γλµν

∞∑
n=1

χµν
(n) + (ηλµ + hλµ)

∞∑
n=2

∂νχ
µν
(n) = 0 (3.8)

を得る。よって、

ηλµ∂νχ
µν
(2) = −Γλµνχ

µν
(1), (3.9)

ηλµ∂νχ
µν
(n+1) = −Γλµνχ

µν
(n) − hλµ∂νχ

µν
(n) (n = 2, 3, · · · ) (3.10)

を得る。
(3.3)と (3.4)とからL(2)が決まる。次に (3.9)からL(3)が決まる。そして、(3.10)からL(4),

L(5), · · · が決まる。
L(2)の候補は、

L(2) =
1

2

[
a1η

αβ∂αhµν∂βh
µν + a2∂µh

µν∂σh
σ
ν + a3∂µh

µν∂νh+ a4η
µν∂µh∂νh

]
(3.11)

である。ここで、

h := hµµ (3.12)

である。L(3)は§3.3で考察する。L(3)には素朴には 4!=24項からなるが、8組同じものがある。
更に部分積分により、16種類の項の間に 2つの関係式が存在する。よって独立なのは 14項で
ある。明らかにL(3)ぐらいまでが限界で、L(4)より高次の項を求めるのは困難である。
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3.2 最低次のラグランジアン密度
(3.11)の ai (i = 1, 2, 3, 4)を決定する。
まず、

χµν
(1) = 2a1□hµν + a2(∂

µ∂σh
σν + ∂ν∂σh

σµ)

+a3(∂
µ∂νh+ ηµν∂α∂βh

αβ) + 2a4η
µν□h (3.13)

である。よって、

∂νχ
µν
(1) = 2a1□(∂h)µ + a2(∂

µ(∂∂h) +□(∂h)µ)

+a3(∂
µ□h+ ∂µ(∂∂h)) + 2a4∂

µ□h, (3.14)

(∂h)µ := ∂νh
µν , (∂∂h) := ∂α∂βh

αβ (3.15)

となる。これより、

2a1 + a2 = 0, (3.16)

a2 + a3 = 0, (3.17)

a1 + a4 = 0 (3.18)

を得る。これより、

a2 = −2a1 , a3 = 2a1 , a4 = −a1 (3.19)

と分かる：

χµν
(1) = 2a1

[
□hµν − (∂µ∂σh

σν + ∂ν∂σh
σµ)

+(∂µ∂νh+ ηµν∂α∂βh
αβ)− ηµν□h

]
, (3.20)

L(2) = a1

[1
2
ηαβ∂αhµν∂βh

µν − ∂µh
µν∂σh

σ
ν + ∂µh

µν∂νh− 1

2
ηµν∂µh∂νh

]
. (3.21)

なお、

a1 = − 1

4κ
(3.22)

である。

3.3 hµνの3次のラグランジアン密度
L(3)を考える。今、

(i1i2i3i4) := h
µi1
µ1∂µ2h

µi2
µ3∂

µi3h
µi4
µ4 (3.23)

とする。ここで、ik = 1, 2, 3, 4であり、ik ̸= il(k ̸= l)である。L(3)は、

L(3) =
∑

(i1,i2,i3,i4)∈S4

g(i1i2i3i4)(i1i2i3i4) (3.24)
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と 24項で書ける。S4は 4次の置換群である。ただし、
(1342) = (1234) , (3214) = (2341) , (3412) = (2431) , (4213) = (2143), (3.25)

(4123) = (3421) , (4231) = (3142) , (4312) = (2134) , (4321) = (3124) (3.26)

の関係があるので、16項に減らせる。よって、一般の形は、
L(3) = g1h∂αh∂

αh+ g2h∂γh
αβ∂γhαβ + g3h∂γh

αβ∂βh
γ
α + g4hαβ∂

αh∂βh

+g5hαβ∂
αhδγ∂

βhγδ + g6hαβ∂
αhγδ∂γh

β
δ + g7hαβ∂γh

αδ∂γhβδ + g8hαβ∂γh
αδ∂δh

βγ

+g9hαβ∂γh∂
αhβγ + g10hαβ∂γh∂

γhαβ + g11h(∂h)
α∂αh+ g12hαβ∂

βhαγ(∂h)γ

+g13hαβ∂
αh(∂h)β + g14hαβ∂γh

αβ(∂h)γ + g15h(∂h)α(∂h)
α + g16hαβ(∂h)

α(∂h)β

≡
16∑
i=1

gi[i] (3.27)

である。ここで、
(∂h)α := ∂βh

βα (3.28)

である。また、
(∂∂h) := ∂α∂βh

αβ (3.29)

とする。以下、

χµν
(2) := −2

(∂L(3)

∂hµν
− ∂λ

∂L(3)

∂(∂λhµν)

)
≡

16∑
i=1

giχ
µν
[i] (3.30)

を求め、次に
(∂χ[i])µ := ηλµ∂νχ

µν
[i] (3.31)

を求める。(3.9)は、
16∑
i=1

gi(∂χ[i])µ = −Γµαβχ
αβ
(1) ≡ Vµ (3.32)

であり、
χαβ

(1) = 4g
[
−□hαβ + ∂α(∂h)β + ∂β(∂h)α − ∂β∂αh+ ηαβ□h− ηαβ(∂∂h)

]
, (3.33)

g :=
1

8κ
(3.34)

である。よって、
Vµ/g = −2∂µhαβ□hαβ + 4∂µhαβ∂

α(∂h)β − 2∂µhαβ∂
β∂αh

+2∂µh□h− 2∂µh(∂∂h)

+4∂αhµβ□hαβ − 4∂αhµβ∂
α(∂h)β − 4∂αhµβ∂

β(∂h)α + 4∂αhµβ∂
β∂αh

−4(∂h)µ□h+ 4(∂h)µ(∂∂h) (3.35)
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となる。この式から {gi}16i=1が決まる。
{[i]}16i=1は独立ではない。今、a∂µb∂νcという量を考える。a, b, cのうちに上付き添え字µ, νも
含まれ、a∂µb∂νcはスカラーとする。このとき、

a∂µb∂νc
w
= −∂ν(a∂µb)c
= −∂νa∂µbc− a∂ν∂µbc
w
= −∂νa∂µbc+ ∂µ(ac)∂νb

= −c∂νa∂µb+ c∂µa∂νb+ a∂µc∂νb (3.36)

より、{[i]}16i=1の間に関係が付く。ただし、aµνが対称テンソルの時、

aµν∂µb∂νc
w
= −c∂νaµν∂µb+ c∂µa

µν∂νb+ aµν∂µc∂νb

= aµν∂νc∂µb (3.37)

なので、a∂µb∂µcや hµν∂µb∂νcのタイプの項は考えなくてよい。まず、

[3] = h∂γh
αβ∂βh

γ
α

w
= −hγα∂βh∂γhαβ + hγα∂γh∂βh

αβ + h∂βh
αβ∂γh

γ
α

= −[9] + [13] + [15] (3.38)

である。また、

[6] = hαβ∂
αhγδ∂γh

β
δ

w
= −hβδ∂

αhγδ∂γhαβ + hβδ∂γh
γδ∂αhαβ + hαβ∂γh

γδ∂αhβδ

= −[8] + [16] + [12] (3.39)

である。なお、

[11] = h∂βh
βα∂αh

w
= −h∂βhβα∂αh+ h∂αh

βα∂βh+ h∂αh
βα∂βh = [11] (3.40)

および、

[14] = hαβ∂γh
αβ∂δh

δγ

w
= −hδγ∂γhαβ∂δhαβ + hδγ∂δh

αβ∂γhαβ + hαβ∂δh
αβ∂γh

δγ = [14] (3.41)

である。よって、

[3] + [9]− [13]− [15]
w
= 0 , [6] + [8]− [12]− [16]

w
= 0 (3.42)

である。これより、[15], [16]を消すこともできる。
{(∂χ[i])µ}16i=1を計算し、{gi}に課される条件式たちを求めと、

L(3)/g
w
=

1

2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [4] + [5]− 4[6] + 2[7]− 2[8] + 2[9]− 2[10]

−[11] + 2[13] + 2[14] (3.43)

を得る (文献 [4–6])。

9



4 アインシュタインの重力理論
(3.21)は、

L(2) = −g
[
ηαβ∂αhµν∂βh

µν − 2∂µh
µν∂σh

σ
ν + 2∂µh

µν∂νh− ηµν∂µh∂νh
]

w
= g(−ηαβηµληνσ + 2ηασηµληνβ − 2ηασηµνηβλ + ηαβηµνηλσ)∂αhµν∂βhλσ (4.1)

となる。ここで、
∂µh

µν∂σh
σ
ν

w
= ∂αhµν∂

νhµα (4.2)

を用いた。
アインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度

1

2κ

√
−gR =

1

2κ
(G+ ∂µD

µ) (4.3)

のうちGの部分は、
1

2κ
G = g

√
−g(−gαβgµλgνσ + 2gασgµλgνβ − 2gασgµνηβλ + gαβgµνgλσ)∂αgµν∂βgλσ (4.4)

である [7]。ここで、g = det(gµν)および、
gαβgβγ = δαγ (4.5)

である。なお、
1

2κ
G

w
= L(2) +L(3) +O(h4) (4.6)

である。
一般に、

√
−g∂µ1gµ2µ3∂µ4gµ5µ6g

µi1
µi2gµi3

µi4gµi5
µi6 {ik}6k=1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} (4.7)

のタイプの項は以下の 5つである：
L0 =

√
−g∂αgµν∂βgλσ · gαµgνσgβλ, (4.8)

L1 =
√
−g∂αgµν∂βgλσ · gασgµλgνβ, (4.9)

L2 =
√
−g∂αgµν∂βgλσ · gαβgµλgνσ, (4.10)

L3 =
√
−g∂αgµν∂βgλσ · gασgµνgβλ, (4.11)

L4 =
√
−g∂αgµν∂βgλσ · gαβgµνgλσ. (4.12)

ただし、
L0

w
= L1 (4.13)

であるから、
4∑

k=1

akLk (4.14)

が一般系である。特に hµνの 2次までで (4.1)と一致するのは (4.4)である。
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5 Noether procedure

この節ではL(2), L(3)の別の探し方を見る。
ゲージ変換

δhµν = ∂µεν + ∂νεµ (5.1)

で全微分項しか変化しない、2次にラグランジアン密度としてL(2)を得る。
次に、変換

δhµν = ∂µεν + ∂νεµ + Σλ∂λhµν , (5.2)

δψA = Σλ∂λψ
A, (5.3)

δxλ = −Σλ (5.4)

を考える。ψAは物質場である。Σλが時空点には依らないとき、ラグランジアン密度

L0 = L(2) +Lmat (5.5)

はΣλの変換で変化しないとすると、Σλが時空点に依るときは、

δΣL0 = −∂µΣν(T µ
ν + tµν) (5.6)

と変化する ( [8]の (16.3.15)式)。ここで、T µ
ν は物質場 (スカラー場とする)の正準エネルギー

運動量テンソルで、tµνは重力場のそれである。特に、

∂µt
µ
ν ≡ −1

2
∂νhαβHαβ, (5.7)

Hαβ := −2
δL(2)

δhαβ
,

δL(2)

δhαβ
:=

∂L(2)

∂hαβ
− ∂µ

∂L(2)

∂(∂µhαβ)
(5.8)

である ( [8]の (16.4.8)式)。≡はオイラー・ラグランジュ方程式を使わずに成り立つ。
変換

δhµν = ∂µεν + ∂νεµ + χLεhµν , (5.9)

δψA = χLεψ
A (5.10)

を考える。χは実パラメーラーである。Lεはリー微分で、

Lεhµν := ελ∂λhµν + ∂µε
λhνλ + ∂νε

λhµλ, (5.11)

Lεψ
A = ελ∂λψ

A (スカラー場の場合) (5.12)
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である2) 。このとき、

δL(2)/χ
w
= −∂µενtµν +

δL(2)

δhµν
(∂µε

λhνλ + ∂νε
λhµλ)

w
= εν∂µ(t

µ
ν +Hµλhλν) (5.13)

である。右辺は、∂αHαβ = 0と合わせて、
∂µ(t

µ
ν +Hµ

λh
λ
ν) = γαβνHαβ, (5.14)

γαβν :=
1

2
(∂αhβν + ∂βhαν − ∂νhαβ) (5.15)

である。
今、

L1 := L(2) +Lmat +
1

2
χhµνTµν +

1

2
χhµνLµν (5.16)

を考える。ここで、Lµνは ∂λhαβの 2次式で、

T µν := Lµν − ∂σ

(
hρλ

∂Lρλ

∂(∂σhµν)

)
(5.17)

が、
∂µT µν = γ ν

αβ Hαβ (5.18)

を満たすように決める。このとき、
1

2
hµνLµν

w
= L(3) (5.19)

となる [5]。また、

δL1 = δL(2) + δLmat +
1

2
χδhµνTµν + δ

(1
2
χhµνLµν

)
+

1

2
hµνδTµν ,

w
= χεν∂µ(t

µ
ν + T µ

ν +Hµλhλν) +
1

2
χ(∂µεν + ∂νεµ + χLεhµν)Tµν

+
1

2
χT µν(∂µεν + ∂νεµ + χLεhµν) +

1

2
χhµνδTµν

= χεν∂µ(t
µ
ν + T µ

ν +Hµλhλν) +
1

2
χ(∂µεν + ∂νεµ)T

µν

+
1

2
χT µν(∂µεν + ∂νεµ) +O(χ2)

w
= O(χ2) (5.20)

となる。
2)この変換を δε と書くと、[δε, δξ] = δ[ε,ξ] である [5]。また、

χhµν := gµν − ηµν ,

g′µν(x
′) :=

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ(x)

とし、x′µ = xµ − χεµ (εµ は微小)とすると、
h′
µν(x)− hµν(x) = δεhµν

となる。
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6 Deserの議論
Deserの議論 [9]を紹介する。この節は主に [5]と [10]に基づく。
d次元時空で考える。hµνと

hµν = φµν −
1

d− 2
ηµνφ, φ := φµ

µ (6.1)

の関係にあるφµνを考える。Fierz-Pauliのラグランジアン密度L(2)を考えることは、以下のラ
グランジアン密度を考えることと等価である：

L0 :=
1

χ2

[
− χφµν(∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓ

ρ
µρ) + ηµν(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ)

]
. (6.2)

ただし、φµνと Γλ
µν(= Γλ

νµ)が変分を取る変数である。運動方程式は、
1

χ
RL

µν(φ) := −□φµν + ∂ρ∂νφ
ρ
µ + ∂ρ∂µφ

ρ
ν +

1

2
ηµν□φ = 0 (6.3)

である。
重力場の自己相互作用を考えると、場の方程式は、

1

χ
RL

µν(φ) =
1

2
χτ̄µν , (6.4)

τ̄µν := τµν −
1

d− 2
ηµντ

ρ
ρ (6.5)

となると考える。ここで、

τµν :=
2√
−γ

δL0(γ)

δγµν

∣∣∣
γµν=ηµν

, (6.6)

L0(γ) :=
1

χ2

√
−γ

[
− χφµν(DρΓ

ρ
µν −DνΓ

ρ
µρ) + γµν(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ)

]
(6.7)

である。γ := det(γµν)で、γµνは計量 (γµνの逆行列)である。Dµは計量 γµνについての共変微
分である。いまφµνをテンソル密度と考え、

τ ′µν :=
2√
−γ

δL′
0(γ)

δγµν

∣∣∣
γµν=ηµν

, (6.8)

L′
0(γ) :=

1

χ2

[
− χφµν(DρΓ

ρ
µν −DνΓ

ρ
µρ) +

√
−γγµν(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ)

]
(6.9)

とすると、

τ ′µν = τµν − ηµνφ
αβ δL0(γ)

δφαβ

∣∣∣
γ=η

(6.10)

なので、オイラー・ラグランジュ方程式 δL0(γ)
δφαβ

∣∣∣
γ=η

= 0のもとでは τ ′µν = τµνである。よって、

1

χ
RL

µν(φ) =
1

2
χτ̄ ′µν , (6.11)

τ̄ ′µν := τ ′µν −
1

d− 2
ηµνη

αβτ ′αβ (6.12)
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と考える。ここで、

τ̄ ′µν =
1

χ2
(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ + χ∂λV

λ
µν) (6.13)

である。ここで、V λ
µνは Γρ

αβと φαβについてそれぞれ線形である。
そこで、

L1 := L̃0 −
1

χ2
χφµν(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ), (6.14)

L̃0 :=
1

χ2

[
− χφµν(DρΓ

ρ
µν −DνΓ

ρ
µρ) + ηµν(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ)

]
(6.15)

を考える。ηµνはテンソル密度である。このとき、

L1 =
1

χ2

[
− χφµν(DρΓ

ρ
µν −DνΓ

ρ
µρ) + (ηµν − χφµν)(Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ)

]
= L2 +

1

χ
ηµν(DρΓ

ρ
µν −DνΓ

ρ
µρ)

= L2 +
1

χ
∂ρ(η

µνΓρ
µν − ηµρΓλ

µλ)
w
= L2, (6.16)

L2 :=
1

χ2
(ηµν − χφµν)(DρΓ

ρ
µν −DνΓ

ρ
µρ + Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ) (6.17)

とする。ミンコフスキー空間で考えると、

L2 =
1

χ2
gµν(∂ρΓ

ρ
µν − ∂νΓ

ρ
µρ + Γρ

λρΓ
λ
µν − Γλ

µρΓ
ρ
νλ), (6.18)

gµν := ηµν − χφµν (6.19)

である。gµνを gµνの逆行列とし、

gµν := (−g)
1

d−2gµν , g := det(gµν) (6.20)

とすると、

gµν =
√
−ggµν , g := det(gµν) (6.21)

となる。gµνは gµνの逆行列である。L2はアインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密
度である。また、L1またはL2は (6.11)が得られる。
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