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1 Divergence

リーマン接続

Γλ
µν = gλαΓαµν , (1.1)

Γαµν =
1

2
(∂νgαµ + ∂µgαν − ∂αgµν) (1.2)

を仮定する。テンソル T
ν1···νq

µ1···µp の共変微分は、

∇αT
ν1···νq

µ1···µp
= ∂αT

ν1···νq
µ1···µp

−
p∑

k=1

Γλ
µkα

T
ν1···νq

µ1···λ···µp
+

q∑
j=1

Γ
νj
λαT

ν1···λ···νq
µ1···µp

(1.3)

である。よって、

∇αT
µ1
µ2···µp

= ∂αT
µ1
µ2···µp

+ Γµ1

λαT
λ
µ2···µp

−
p∑

k=2

Γλ
µkα

T µ1

µ2···λ···µp
, (1.4)

∇µT
µ
µ2···µp

= ∂µT
µ
µ2···µp

+ Γµ
λµT

λ
µ2···µp

−
p∑

k=2

Γλ µ
µk
Tµµ2···λ···µp (1.5)

である。ここで、

Γµ
λµ =

1

2
gµν∂λgµν (1.6)

である。また、

∂λg = ggµν∂λgµν (1.7)

より、σは gの符号として、

∂λ
√
σg =

1

2
√
σg

(σ∂µg)

=

√
σg

2
gµν∂λgµν (1.8)
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であり、

Γµ
λµ =

1
√
σg
∂λ
√
σg (1.9)

を得る。よって、

∇µT
µ
µ2···µp

= ∂µT
µ
µ2···µp

+
1

√
σg
∂λ
√
σgT λ

µ2···µp
−

p∑
k=2

Γλ µ
µk
Tµµ2···λ···µp

=
1

√
σg
∂µ(

√
σgT µ

µ2···µp
)−

p∑
k=2

Γλ µ
µk
Tµµ2···λ···µp . (1.10)

また、

∇µT
µµ2···µp = ∂µT

µµ2···µp +
1

√
σg
∂λ
√
σgT λµ2···µp +

p∑
k=2

Γµk

λµT
µµ2···λ···µp

=
1

√
σg
∂µ(

√
σgT µµ2···µp) +

p∑
k=2

Γµk

λµT
µµ2···λ···µp (1.11)

であり、T が完全反対称なら、

∇µT
µµ2···µp =

1
√
σg
∂µ(

√
σgT µµ2···µp) (1.12)

となる。この時、

∇µT
µ
µ2···µp

= gµ2ν2 · · · gµpνp

1
√
σg
∂µ(

√
σgT µν2···νp) (1.13)

である。
ところで、ホッジ双対 ∗は、任意の p形式 ω = ωµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp (p = 0, 1, · · · , D)を
D − p = r形式

∗ω =
1

r!
Eµ1···µpν1···νrω

µ1···µpdxν1 ∧ · · · ∧ dxνr . (1.14)

に移す。ここで、Eµ1···µD
は完全反対称で、E01···D−1 =

√
σgである。よって、

d ∗ ω =
1

r!
εµ1···µpν1···νr∂λ(

√
σgωµ1···µp)dxλ ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνr

=
1

r!
Eµ1···µpν1···νr

1
√
σg
∂λ(

√
σgωµ1···µp)dxλ ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνr

≡ 1

r!
Eµ1···µpν1···νrω

µ1···µp

;λ dxλ ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνr (1.15)

となる。ここで、εµ1···µD
は完全反対称で、ε01···D−1 = 1である。よって、

∗d ∗ ω =
1

(p− 1)!r!
Eµ1···µpν1···νrω

µ1···µp

;λ Eλν1···νrα1···αp−1dxα1 ∧ · · · ∧ dxαp−1

=
(−1)r(p−1)

(p− 1)!r!
Eµ1···µpν1···νrE

λα1···αp−1ν1···νrω
µ1···µp

;λ dxα1 ∧ · · · ∧ dxαp−1

= p(−1)r(p−1)σδλµ1
δ[α1
µ2

· · · δαp−1]
µp

ω
µ1···µp

;λ dxα1 ∧ · · · ∧ dxαp−1

= p(−1)r(p−1)σω µ1···µp
;µ1

dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp (1.16)
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となる。今、任意の p形式 ωを

ω =
1

p!
(ω)µ1···µpdx

µ1 · · ·µµp (1.17)

と書くと、

(∗d ∗ ω)µ1···µp−1 = (−1)(D−p)(p−1)σ∇µ(ω)
µ
µ1···µp−1

= (−1)Dp+Dσ∇µ(ω)
µ
µ1···µp−1

(1.18)

となる。

2 ダランベルシアン

δ := σ(−1)Dp+D+1 ∗ d∗ (2.1)

とすると、

(δω)µ1···µp−1 = −∇µ(ω)
µ
µ1···µp−1

(2.2)

である。ダランベルシアンは、

□ := dδ + δd (2.3)

で定義される。これは、

□ := σ(−1)Dp+D+1[d ∗ d ∗+(−1)D ∗ d ∗ d] (2.4)

と書ける。
さて、

dδω = −p∂µ1ω
µ

;µ µ2···µp
dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp

= −p∂µ1

[ 1
√
σg
∂µ(

√
σgωµν2···νp)gν2µ2 · · · gνpµp

]
dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp (2.5)

であり、

δdω = −(p+ 1)
1

√
σg
∂µ(

√
σgω̃µµ1µ2···µp)dxµ1 ∧ dxµ2 ∧ · · · ∧ dxµp , (2.6)

ω̃µµ1µ2···µp := gµνgµ1ν1 · · · gµpνp∂[νων1···νp] (2.7)

である。
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2.1 ミンコフスキー時空

ミンコフスキー時空では、

□ω = Ωµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (2.8)

Ωµ1···µp = −p∂[µ1∂
µω|µ|µ2···µp] − (p+ 1)∂µ∂[µωµ1µ2···µp]

= −p∂[µ1∂
µω|µ|µ2···µp] − (p+ 1)∂[µ∂

µωµ1µ2···µp] (2.9)

である。p = 0とすると、

Ω = −∂µ∂µω. (2.10)

p = 1とすると、

Ων = −∂ν∂µωµ − 2∂[µ∂
µων]

= −∂ν∂µωµ − ∂µ∂
µων + ∂ν∂

µωµ

= −∂µ∂µων . (2.11)

一般に、

Ωµ1···µp = −∂µ∂µωµ1···µp (2.12)

である。

2.2 一般の時空

一般の時空では、

□ω = Ωµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (2.13)

Ωµ1···µp = −p∂[µ1|

[ 1
√
σg
∂µ(

√
σgωµν2···νp)g|µ2···µp],ν2···νp

]
−(p+ 1)

1
√
σg
∂µ(

√
σgω̃µν1µ2···νp)gµ1···µp,ν1···νp

(2.14)

である。ここで、

gµ1···µp,ν1···νp := gµ1ν1 · · · gµpνp (2.15)

である。(1.12)より、

Ωµ1···µp = −p∂[µ1|

[
∇µω

µν2···νpg|µ2···µp],ν2···νp

]
− (p+ 1)∇µω̃

µν1µ2···νpgµ1···µp,ν1···νp

= −p∂[µ1|∇µω
µ
|µ2···µp]

− (p+ 1)∇µω̃
µν1µ2···νpgµ1···µp,ν1···νp (2.16)
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となる。ところで、

∇αωµ1···µq = ∂αωµ1···µq −
q∑

j=1

Γλ
µjα
ωµ1···λ···µq , (2.17)

∇[αωµ1···µq ] = ∂[αωµ1···µq ] (2.18)

なので、

Ωµ1···µp = −p∇[µ1|∇µω
µ
|µ2···µp]

− (p+ 1)∇µω̃
µν1µ2···νpgµ1···µp,ν1···νp

= −p∇[µ1|∇µω
µ
|µ2···µp]

− (p+ 1)∇µ∂[µωµ1µ2···µp]

= −p∇[µ1|∇µω
µ
|µ2···µp]

− (p+ 1)∇µ∇[µωµ1µ2···µp] (2.19)

となる。
p = 0で、

Ω = −∇µ∇µω. (2.20)

p = 1で、

Ων = −∇ν∇µω
µ − 2∇µ∇[µων]

= −∇ν∇µω
µ −∇µ∇µων +∇µ∇νωµ

= ∇µ∇νω
µ −∇ν∇µω

µ −∇µ∇µων (2.21)

である。ここで、

∇µ∇νω
λ −∇ν∇µω

λ = Rλ
ρµνω

ρ (2.22)

なので、

Ων = −∇µ∇µων +Rρνω
ρ. (2.23)

内山『相対性理論』p.162を見よ。ローレンス条件の下で、

□A = µ0J (A = Aµdx
µ, J = Jµdx

µ) (2.24)

である。

3 曲率テンソル
場の組 ψAが微小変換

dx′µ = dxµ + εµν(x)dx
ν (3.1)

に対して、

δψA = εµν(x)(G
ν
µ)

A
Bψ

B (3.2)
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と変換すると仮定する。Gν
µは、アフィン変換

xµ = aµνx
ν , aµν ∈ GL(D) (3.3)

のD2個の生成子である。これは、

[Gν
µ,G

β
α] = δναG

β
µ − δβµG

ν
α (3.4)

を満たす。このとき、共変微分は、

∇µψ
A = ∂µψ

A + Γλ
νµ(G

ν
λ)

A
Bψ

B (3.5)

である。今、

x′µ = xµ + εµ (3.6)

とすると、

εµν = ∂νε
µ (3.7)

である。また、

δAµ = ∂νε
µAν , (3.8)

δAν = −∂νεµAµ (3.9)

より、

∇ρA
µ = ∂ρA

µ + Γµ
νρA

ν , (3.10)

∇ρAν = ∂ρAν − Γµ
νρAµ (3.11)

となる。また、

([∇µ,∇ν ]ψ)
A = Rα

βµν(G
β
α)

A
Bψ

B (3.12)

である。よって、

[∇µ,∇ν ]A
λ = Rλ

ρµνA
ρ (3.13)

および、

[∇µ,∇ν ]Aλ = −Rρ
λµνAρ (3.14)

となる。また、

δωλ
µ2···µp

= ελαω
α
µ2···µp

−
p∑

j=2

εβµj
ωλ

µ2···β···µp
(3.15)

より、

[∇µ,∇ν ]ω
λ
µ2···µp

= Rλ
αµνω

α
µ2···µp

−
p∑

j=2

Rβ
µjµν

ωλ
µ2···β···µp

(3.16)
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である。
さて、

Ωµ1···µp = −p∇[µ1|∇µω
µ
|µ2···µp]

− (p+ 1)∇µ∇[µωµ1µ2···µp]

= −p∇[µ1|∇µω
µ
|µ2···µp]

−∇µ∇µωµ1µ2···µp + p∇µ∇[µ1ω|µ|µ2···µp] (3.17)

である。ここで、

∇µ∇µ1ωµµ2···µp −∇µ1∇µω
µ
µ2···µp

= [∇µ,∇µ1 ]ω
µ
µ2···µp

= Rµ
αµµ1

ωα
µ2···µp

−
p∑

j=2

Rβ
µjµµ1

ωµ
µ2···β···µp

= Rαµ1ω
α
µ2···µp

−
p∑

j=2

Rβ
µjµµ1

ωµ
µ2···β···µp

(3.18)

なので、

Ωµ1···µp = −∇µ∇µωµ1µ2···µp + pRα[µ1ω
α
µ2···µp] − p

p∑
j=2

Rβ
µjµµ1

ωµ
µ2···β···µp

(3.19)

である。最後の項は、µ1, · · · , µpについて反対称化する。p = 2で最後の項は、

−2Rβ
[µ2|µ|µ1]

ωµ
β (3.20)

となる。
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