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Abstract

このノートでは、第 1章でゲージ理論の考え方を解説する。第 2章では、ゲージ理論の
考え方に従って、一般相対論の共変微分を導入, 解説する。
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1 ゲージ理論
n個の実数パラメーター εr(r = 1, 2, · · · , n)に依存する大域的変換

ψ′A(x) = [T (ε)]ABψ
B(x) (1.1)

で、場の組ψAに対する作用が不変とする。ただし、T (ε)は線形リー群Gの表現になっている
とする。ε = 0が恒等変換になるものとする。この時、局所的変換

ψ′A(x) = [T (ε(x))]ABψ
B(x) (1.2)

で作用が不変となるように、ψのラグランジアン密度L0(ψ, ∂µψ)を修正することを考える。そ
のためには、

∂µψ
A → (∇µψ)

A def
= ∂µψ

A + (Aµ)
A
Bψ

B (1.3)

という置き換えをすれば良い。ただし、Aµは以下の変換則が成り立つように決める：

(∇′
µψ

′)A
def
= ∂µψ

′A + (A′
µ)

A
Bψ

′B = T A
B(ε(x))(∇µψ)

B. (1.4)
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ここで、ψ′A = T A
B(ε(x))ψ

Bである。これより、

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µT · T−1 (1.5)

を得る。
ところで、T (ε)は単位元の近くで、

T (ε) = exp[εrGr] (1.6)

と書ける1)。GrはGのリー代数の基底であり、それらの交換関係は、

[Gr,Gs]
def
= GrGs −GsGr = f t

rsGt (1.7)

となる。f t
rs(= −f t

sr)は構造定数と呼ばれる実定数である。(1.6)に対して、

∂µT =

∫ 1

0

ds esE∂µEe
(1−s)E (E

def
= εrGr) (1.8)

である。ここで、公式

∂eH(α)

∂αn
=

∫ 1

0

ds esH(α)∂H(α)

∂αn
e(1−s)H(α) (1.9)

を用いた。α = {αn}はパラメーターαnの組である。証明は、この節の最後に行う。(1.8)より、

∂µT · T−1 =

∫ 1

0

ds esE∂µEe
−sE

= ∂µε
r

∫ 1

0

ds esEGre
−sE (1.10)

となる。ところで、

eEGre
−E = αs

r(ε)Gs (1.11)

である2)。よって、

∂µT · T−1 = ∂µε
rGs

∫ 1

0

ds αs
r(sε) =: ∂µε

rGsl
s
r(ε) (1.12)

1)U(n), SU(n), SO(n), Sp(n)の任意の元はこの形で書ける。
2)Gを線形リー群とする。そのリー代数 gは、

g = {X ∈ M(N,C)|∀a ∈ R, exp(aX) ∈ G}

で定義される。gの任意の元は εrGr と書ける。εr は実数である。X ∈ G, A ∈ gとすると、

XeAX−1 = eXAX−1

∈ G

なので、XAX−1 ∈ gである。特に、XGrX
−1 ∈ gなので、

XGrX
−1 = αs

rGs

と書ける。
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となる。
よって、(1.5)の第 2項は、Grの線形結合で書ける3)。今、

A(0)
µ

def
= Ar

µGr, (1.13)

A(1)
µ

def
= Aµ −A(0)

µ (1.14)

と置く。A
(1)
µ はGrの線形結合では書けない部分である。これらはそれぞれ、

A(0)′
µ = TA(0)

µ T−1 − ∂µT · T−1, (1.15)

A(1)′
µ = TA(1)

µ T−1 (1.16)

と変換する。A
(1)
µ は、(1.4)を満たすためには不要であり、0であっても困ることはない。よっ

て、A
(1)
µ = 0と置く。このとき、

(∇µψ)
A = ∂µψ

A + Ar
µ(Gr)

A
Bψ

B (1.17)

となる。Ar
µが一般のゲージ場である (線形リー群Gのゲージ場とも呼ばれる)。

ゲージ場の変換則は、

A′r
µ = αr

s(ε)A
s
µ − lrs(ε)∂µε

s (1.18)

となる。実は、

αr
s(ε) = [exp(e)]rs , [e]ab

def
= εrfa

rb (1.19)

である [2]。よって、

lsr(ε) =

∫ 1

0

ds [exp(se)]sr

=

∫ 1

0

ds
∞∑
n=0

1

n!
sn[en]sr

=
∞∑
n=0

1

(n+ 1)!
[en]sr (1.20)

である。
T (ε)が (1.6)の形で書けない場合を考える。まず、線形リー群の連結成分について復習する。
集合Aの 2元 a, bが結ばれているとは、aを始点, bを終点とする、Aに含まれる連続曲線が存
在することである。Aの元 aとA内で結ばれている元の集合をC(a)と書き、aを含む連結成分
という。線形リー群Gの単位元を含む連結成分をG0とする。このとき、Gの元 gを含む連結
成分C(g)は、C(g) = gG0 = G0gと書ける [1]。また、G0の任意の元T0は、Gのリー代数 gの
有限個の元E1,E2, · · · ,Enを用いて、

T0 = exp(E1) exp(E2) · · · exp(En) (1.21)

3)T (ε)が (1.6)の形で書けない場合は、(1.24)を参照。
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と書ける [1]。上の 2つの定理より、T (x)がGのある連結成分Giの元の時、Giの xに依らな
い元 Tiと、G0の元 T0(x)が存在し、

T (x) = TiT0(x) , T0(x) = exp(E1(x)) exp(E2(x)) · · · exp(En(x)) (1.22)

と書ける。特に、Gi = G0の時、Ti = 1(単位元)である。さて、Ek(x) = εr(k)(x)Grと書くと、
(1.12)より、

∂µe
Ek(x) · e−Ek(x) = (α(k)(x))rsGr∂µε

s
(k) (1.23)

と書ける。(α(k)(x))rsは実数である。また、X ∈ G, A ∈ gとすると、XAX−1 ∈ gであるから、
(1.22)より、

∂µT · T−1 =
n∑

k=1

(β(k)(x))rsGr∂µε
s
(k) (1.24)

の形となる。(β(k)(x))rsは実数である。よって、∂µT · T−1はリー代数に値を取る。
(1.9)は次のように示される。今、

C(x)
def
= e−xH(α) ∂

∂αn
exH(α)

と置くと、C(0) = 0であり、

dC(x)

dx
= e−xH(α)∂H(α)

∂αn
exH(α)

を得る。これを x = 0から x = 1まで積分して、

C(1) = e−H(α)∂e
H(α)

∂αn
=

∫ 1

0

dx e−xH(α)∂H(α)

∂αn
exH(α)

を得る。これに左から eH(α)をかけて (1.9)を得る。
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2 一般相対論での共変微分
この章は [2]を参考にした。

2.1 共変微分

スカラー ϕの微分 ∂µϕは 1形式の成分である。つまり、

∂′µϕ
′ =

∂xν

∂x′µ
∂νϕ (2.1)

であり、1形式の成分の変換則を満たす。T ν1ν2···νs
µ1µ2···µr

をテンソルの成分とする。ただし、
s + r ≥ 1とする。この時、∂µT ν1ν2···νs

µ1µ2···µr
は、テンソルの成分でない。この量を修正して、

(r + 1, s)型のテンソルの成分を得ることを考える。
テンソルの成分を ψAと書く。アフィン変換

dx′µ = aµνdx
ν , aµν ∈ GL(n,R) (2.2)

によって、ψAは、

ψ′A = T A
B(a)ψ

B (2.3)

と変換する4)。このとき、

∇µψ
A = ∂µψ

A + (Γµ)
A
Bψ

B (2.8)

という量 (これを共変微分と呼ぶ)が (r + 1, s)型のテンソルの成分になるようにしたい。その
ためには、

∂′µψ
′A + (Γ′

µ)
A
Bψ

′B =
∂xα

∂x′µ
T A

B∇αψ
B (2.9)

であれば良い。左辺は、

(左辺) =
∂xα

∂x′µ
∂α(T

A
Bψ

B) + (Γ′
µ)

A
BT

B
Cψ

C

=
∂xα

∂x′µ
∂αT

A
Bψ

B +
∂xα

∂x′µ
T A

B∂αψ
B + (Γ′

µ)
A
BT

B
Cψ

C (2.10)

4)例えば、ψA = T µν
λ の時、ψB = T αβ

γ と書くと、

TA
B = (a−1)γλa

µ
αa

ν
β (2.4)

である。続けて変換

dx′′µ = bµνdx
′ν (2.5)

を行うと、

ψ′′A = TA
C(b)T

C
B(a)ψ

B = TA
B(b · a)ψB (2.6)

である。これより、

TA
B(b · a) = TA

C(b)T
C
B(a) (2.7)

であり、T はアフィン変換の表現行列である
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であり、右辺は、

(右辺) =
∂xα

∂x′µ
T A

B∂αψ
B +

∂xα

∂x′µ
T A

B(Γα)
B
Cψ

C (2.11)

である。よって、

∂xα

∂x′µ
∂αT

A
C + (Γ′

µ)
A
BT

B
C =

∂xα

∂x′µ
T A

B(Γα)
B
C , (2.12)

(Γ′
µ)

A
B =

∂xα

∂x′µ

[
− ∂αT

A
C · (T−1)CB + T A

D(Γα)
D
C(T

−1)CB

]
(2.13)

を得る。
(1.24)より、(2.13)の右辺第 1項の ∂αT ·T−1の項は、リー代数の基底の線形結合となる。微
小アフィン変換は、

dx′µ = dxµ + εµν(x)dx
ν (2.14)

であり5) 、これに対してテンソル ψAは、

δψA = ελν(x)(G
ν
λ)

A
Bψ

B (2.15)

と変換する。Gν
µは、アフィン変換群の n2個の生成子である。これは、

[Gν
µ,G

β
α] = δναG

β
µ − δβµG

ν
α (2.16)

を満たす6)。(Γµ)
A
Bは、(Gν

λ)
A
Bの線形結合の項

(Γ(0)
µ )AB

def
= Γλ

νµ(G
ν
λ)

A
B (2.18)

を含むべきである。それ以外の項を (Γ
(1)
µ )ABと書くと、(Γ

(0)
µ )AB, (Γ

(1)
µ )ABはそれぞれ、

(Γ(0)′
µ )AB =

∂xα

∂x′µ

[
− (∂αT · T−1)AB + (TΓ(0)

α T−1)AB

]
, (2.19)

(Γ(1)′
µ )AB =

∂xα

∂x′µ
(TΓ(1)

α T−1)AB (2.20)

という変換則を満たす。従って、∂µψA+(Γ
(0)
µ )ABψ

Bおよび (Γ
(1)
µ )ABψ

Bは、それぞれが (r+1, s)

型のテンソルの成分になってる。よって、Γ(1)
µ の部分は、共変微分 ∂µψ

A+(Γµ)
A
Bψ

Bを (r+1, s)

型のテンソルの成分にする目的のためには不要である。そのため、ここでは、Γ
(1)
µ = 0とする。

即ち、

(Γµ)
A
B = Γλ

νµ(G
ν
λ)

A
B (2.21)

5)この εµν(x)は、ある微小量 εµ(x)を用いて、εµν = ∂νε
µ と書ける。(2.14)は座標変換 x′µ = xµ + εµ(x)に対

応する。
6)上式は、例えば ψA = Tα の時、ψB = T β と書くと、

(Gν
µ)

α
β = δαµδ

ν
β (2.17)

であることを用いると分かる。
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である。このとき、(Γ′
µ)

A
B = Γ′λ

νµ(G
ν
λ)

A
Bとなる。

Γλ
νµを接続と呼ぶ。
特に、ψA = T λとし、ψB = T νとすると、(2.17), (2.13), (2.21)と、

T λ
ν = aλν =

∂x′λ

∂xν
(2.22)

より、

Γ′λ
νµ =

∂xα

∂x′µ

[
− ∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
+
∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
Γδ
γα

]
(2.23)

を得る。これの第 1項は、

− ∂xα

∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
= − ∂

∂xγ

[ ∂xα
∂x′µ

∂xγ

∂x′ν
∂x′λ

∂xα

]
+
∂x′λ

∂xα
∂

∂xγ

[ ∂xα
∂x′µ

∂xγ

∂x′ν

]
= − ∂

∂xγ

[
δλµ
∂xγ

∂x′ν

]
+
∂x′λ

∂xα
∂2xα

∂xγ∂x′µ
∂xγ

∂x′ν
+
∂x′λ

∂xα
∂xα

∂x′µ
∂2xγ

∂xγ∂x′ν

=
∂x′λ

∂xα
∂2xα

∂xγ∂x′µ
∂xγ

∂x′ν

=
∂x′λ

∂xα
∂2xα

∂x′ν∂x′µ
(2.24)

なので、

Γ′λ
νµ =

∂x′λ

∂xα
∂2xα

∂x′ν∂x′µ
+
∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
∂xα

∂x′µ
Γδ
γα (2.25)

とも書ける。
ここで、

(Γ̃′
µ)

A
B

def
= Γ′λ

νµ(G
ν
λ)

A
B

=
∂xα

∂x′µ

[
− ∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
(Gν

λ)
A
B +

∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
Γδ
γα(G

ν
λ)

A
B

]
(2.26)

とする。Γ′
µ = Γ̃′

µと同値な

−∂αT A
C · (T−1)CB + T A

D(Γα)
D
C(T

−1)CB = − ∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
(Gν

λ)
A
B +

∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
Γδ
γα(G

ν
λ)

A
B

(2.27)

を示す。そのためには、微小変換

x′µ = xµ + εµ, (2.28)

∂x′µ

∂xν
= δµν +

∂εµ

∂xν
(2.29)

に対して示せば良い。この時、

T A
B = δAB +

∂ελ

∂xν
(Gν

λ)
A
B, (2.30)

(T−1)CB = δCB − ∂ελ

∂xν
(Gν

λ)
C
B (2.31)
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および、

∂xµ

∂x′ν
= δµν − ∂εµ

∂xν
, (2.32)

∂2x′λ

∂xα∂xγ
=

∂2ελ

∂xα∂xγ
(2.33)

である。まず、εの 1次までで、

∂αT
A
C · (T−1)CB =

∂2ελ

∂xα∂xν
(Gν

λ)
A
B, (2.34)

∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
(Gν

λ)
A
B =

∂2ελ

∂xα∂xν
(Gν

λ)
A
B (2.35)

なので、

∂αT
A
C · (T−1)CB =

∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
(Gν

λ)
A
B (2.36)

である。次に、εの 1次までで、

T A
D(Γα)

D
C(T

−1)CB = (Γα)
A
B +

∂ελ

∂xν
Γβ
γα([G

ν
λ,G

γ
β])

A
B

= (Γα)
A
B +

∂ελ

∂xν
Γβ
γα(δ

ν
βG

γ
λ − δγλG

ν
β)

A
B

= (Γα)
A
B +

∂ελ

∂xβ
Γβ
γα(G

γ
λ)

A
B − ∂εγ

∂xν
Γβ
γα(G

ν
β)

A
B (2.37)

であり、

∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
Γδ
γα(G

ν
λ)

A
B = (Γα)

A
B +

∂ελ

∂xδ
Γδ
να(G

ν
λ)

A
B − ∂εγ

∂xν
Γλ
γα(G

ν
λ)

A
B (2.38)

なので、

T A
D(Γα)

D
C(T

−1)CB =
∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
Γδ
γα(G

ν
λ)

A
B (2.39)

である。以上より、Γ′
µ = Γ̃′

µが示された。
よって、(2.23)の変換則を持つ量 Γλ

νµを用いて、共変微分

∇µψ
A = ∂µψ

A + Γλ
νµ(G

ν
λ)

A
Bψ

B (2.40)

を定義すると、それは (r + 1, s)型テンソルの成分である。
なお、スカラー ϕの共変微分は

∇µϕ
def
= ∂µϕ (2.41)

とすれば良い。この節の最初に述べたように、この量は 1形式の成分の変換則を満たす。また、
スカラーに対しては上の議論でT = 1とすればよく、Gν

λ = 0となることからも明らかである。
今、

Cλ
νµ

def
= Γλ

νµ − Γλ
µν (2.42)

とすると、(2.25)より、これは (2, 1)型テンソルの成分の変換則に従う。対応するテンソルを捩
率 (torsion)テンソルという。
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2.2 共変微分の具体的な式

具体的に共変微分を求める。微小変換 x′µ = xµ+ εµに対して、これに対してテンソルψAは、

δψA =
∂ελ

∂xν
(Gν

λ)
A
Bψ

B (2.43)

と変換する。この時、共変微分は、

∇µψ
A = ∂µψ

A + Γλ
νµ(G

ν
λ)

A
Bψ

B

であった。例えば、

δAµ =
∂εµ

∂xν
Aν , (2.44)

δAν = −∂ε
µ

∂xν
Aµ (2.45)

より、

∇ρA
µ = ∂ρA

µ + Γµ
νρA

ν , (2.46)

∇ρAν = ∂ρAν − Γµ
νρAµ (2.47)

となる。一般に、

∇ρT
ν1···νs

µ1···µr
= ∂ρT

ν1···νs
µ1···µr

−
r∑

i=1

Γα
µiρ
T ν1···νs
µ1···µi−1αµi+1···µr

+
s∑

j=1

Γνj
αρT

ν1···νj−1ανj+1···νs
µ1···µr (2.48)

である。

2.3 共変微分の性質

TA, SBをテンソルの成分とすると、

δ(TASB) = δTASB + TAδSB

=
[∂ελ
∂xν

(Gν
λ)

A
A′TA′

]
SB + TA ∂ε

λ

∂xν
(Gν

λ)
B
A′SB′

(2.49)

であるから、ライプニッツ則

∇µ(T
ASB) = (∇µT

A)SB + TA∇µS
B (2.50)

が成り立つ。TASBにおいて、AとBの添え字の間で縮約をした場合も、ライプニッツ則が成
り立つ。例えば、ψα def

= TαβSβに対して、

δψα = δTαβSβ + TαβδSβ (2.51)
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であるから、

∇µ(T
αβSβ) = (∇µT

αβ)Sβ + Tαβ∇µSβ (2.52)

が成り立つ。
δβαは座標変換によって値を変えない (δδβα = 0)。また、∂µδβα = 0であるから、

∇µδ
β
α = 0 (2.53)

である。これより、例えば、

δβα∇µT
αγ

δ = ∇µ(δ
β
αT

αγ
δ) = ∇µT

βγ
δ (2.54)

のように、δβαは共変微分を通り抜けることが出来る。また、δ
β
α = gαγg

γβなので、

gγβ∇µgαγ + gαγ∇µg
γβ = 0, (2.55)

∇µg
αβ = −gδαgγβ∇µgδγ (2.56)

を得る。
多くの場合、

∇µgαβ = 0 (2.57)

を要請する7)。このとき (2.56)より、

∇µg
αβ = 0 (2.58)

が従う。gαβや gαβは共変微分を通り抜けることが出来る。例えば、

gαβ∇µAβ = ∇µ(g
αβAβ) ≡ ∇µA

α (2.59)

である。

2.4 共変微分の交換関係

ところで、ψAをテンソルの成分として、

[∇µ,∇ν ]ψ
A def

= ∇µ∇νψ
A −∇ν∇µψ

A (2.60)

という量を考えると、曲率テンソルが現れる。まず、

δ∇νψ
A =

∂ελ

∂xρ
(Gρ

λ)
A
B∇νψ

B − ∂ερ

∂xν
∇ρψ

A (2.61)

より、

∇µ∇νψ
A = ∂µ∇νψ

A + Γλ
ρµ(G

ρ
λ)

A
B∇νψ

B − Γρ
νµ∇ρψ

A

= ∂µ∂νψ
A + ∂µΓ

λ
ρν(G

ρ
λ)

A
Bψ

B + Γλ
ρν(G

ρ
λ)

A
B∂µψ

B + Γλ
ρµ(G

ρ
λ)

A
B∂νψ

B

+Γλ
ρµΓ

α
βν(G

ρ
λ)

A
C(G

β
α)

C
Bψ

B − Γρ
νµ∇ρψ

A (2.62)

7)Weylのゲージ理論では、この式は成り立たない。
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である。よって、

[∇µ,∇ν ]ψ
A = ∂µΓ

λ
ρµ(G

ρ
λ)

A
Bψ

B − ∂νΓ
λ
ρµ(G

ρ
λ)

A
Bψ

B + Cρ
µν∇ρψ

A

+Γλ
ρµΓ

α
βν(G

ρ
λ)

A
C(G

β
α)

C
Bψ

B − Γλ
ρνΓ

α
βµ(G

ρ
λ)

A
C(G

β
α)

C
Bψ

B (2.63)

である。右辺第 2行目は、

Γλ
ρµΓ

α
βν(G

ρ
λ)

A
C(G

β
α)

C
Bψ

B − Γα
βνΓ

λ
ρµ(G

β
α)

A
C(G

ρ
λ)

C
Bψ

B

= Γλ
ρµΓ

α
βν([G

ρ
λ,G

β
α])

A
Bψ

B

= Γλ
ρµΓ

α
βν(δ

ρ
αG

β
λ − δβλG

ρ
α)

A
Bψ

B

= (Γλ
σµΓ

σ
ρν − Γλ

σνΓ
σ
ρµ)(G

ρ
λ)

A
Bψ

B (2.64)

なので、

[∇µ,∇ν ]ψ
A = Rα

βµν(G
β
α)

A
Bψ

B + Cρ
µν∇ρψ

A (2.65)

を得る。ここで、

Rµ
λαβ

def
= ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα (2.66)

は曲率テンソルである。例えば、

[∇µ,∇ν ]A
λ = Rλ

ρµνA
ρ + Cρ

µν∇ρA
λ (2.67)

および、

[∇µ,∇ν ]Aλ = −Rρ
λµνAρ + Cρ

µν∇ρAλ (2.68)

である。

2.5 テンソル密度の共変微分

ウエイト nのテンソル密度を、

T ′ ν1ν2···νs
µ1µ2···µr

=
[ ∂(x)
∂(x′)

]n ∂xλ1

∂x′λ1
· · · ∂x

λr

∂x′µr

∂x′ν1

∂xσ1
· · · ∂x

′νs

∂xσs
T σ1σ2···σs

λ1λ2···λr
(2.69)

と変換する量として導入する。例えば、εµ1···µnを完全反対称で ε012···n−1 = 1いう量とする。こ
れはウエイト−1のテンソル密度である。また、ウエイト nの擬テンソル密度を

T ′ ν1ν2···νs
µ1µ2···µr

=
∣∣∣ ∂(x)
∂(x′)

∣∣∣n ∂xλ1

∂x′λ1
· · · ∂x

λr

∂x′µr

∂x′ν1

∂xσ1
· · · ∂x

′νs

∂xσs
T σ1σ2···σs

λ1λ2···λr
(2.70)

と変換する量として導入する。ψAをテンソルとし、g = det(gµν)とするとき、(
√
−g)nψAはウ

エイト nの擬テンソル密度である。テンソル密度や擬テンソル密度の共変微分を考える。
テンソルの時の同様に、微小変換 x′µ = xµ + εµに対して、量 ψAが、

δψA =
∂ελ

∂xν
(Gν

λ)
A
Bψ

B (2.71)
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と変換する時、その共変微分は、

∇µψ
A = ∂µψ

A + Γλ
νµ(G

ν
λ)

A
Bψ

B (2.72)

である。

∂(x)

∂(x′)
= 1− ∂αε

α (2.73)

なので、 [ ∂(x)
∂(x′)

]n
=

∣∣∣ ∂(x)
∂(x′)

∣∣∣n = 1− n∂αε
α (2.74)

である。よって、ウエイト nのテンソル密度や擬テンソル密度の共変微分は、

∇ρT
ν1···νs

µ1···µr
= ∂ρT

ν1···νs
µ1···µr

− nΓα
αρT

ν1···νs
µ1···µr

−
r∑

i=1

Γα
µiρ
T ν1···νs
µ1···µi−1αµi+1···µr

+
s∑

j=1

Γνj
αρT

ν1···νj−1ανj+1···νs
µ1···µr (2.75)

である。特にリーマン接続では、

Γα
αρ =

1√
−g

∂ρ
√
−g (2.76)

である。よって、リーマン接続では、

∇ρ(
√
−g)n = 0 (2.77)

であり、ψAがテンソル (またはテンソル密度, 擬テンソル密度)の時、

∇ρ[(
√
−g)nψA] = (

√
−g)n∇ρψ

A (2.78)

となる。
T µをテンソル, F µνを反対称テンソルとし、T µ =

√
−gT µ, F µν =

√
−gF µνとすると、リー

マン接続では、

∇µT
µ = ∂µT

µ, (2.79)

∇µF
µν = ∂µF

µν (2.80)

となる ([3]の p.80)。
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