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Abstract

この記事では、∑∞
n=1

cos(nx)
nr および∑∞

n=1
sin(nx)

nr (r = 0, 1, 2, · · · )の x = 0 の周りでの展
開式を求める。
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1
∑∞

n=1 sin(nx)

α ≥ 0とし、

Sr(α, x)
def
=

∞∑
n=1

sin(nx)

nr
e−αn, (1.1)

Cr(α, x)
def
=

∞∑
n=1

cos(nx)

nr
e−αn (1.2)

と置く。また、
∞∑
n=1

sin(nx)
def
= lim

α→+0
S0(α, x) ,

∞∑
n=1

cos(nx)
def
= lim

α→+0
C0(α, x), (1.3)

∞∑
n=1

sin(nx)

n
def
= lim

α→+0
S1(α, x) ,

∞∑
n=1

cos(nx)

n
def
= lim

α→+0
C1(α, x) (1.4)
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とする。r ≥ 2のとき、
∞∑
n=1

sin(nx)

nr
= Sr(0, x) ,

∞∑
n=1

cos(nx)

nr
= Cr(0, x) (1.5)

である。
まず S0を求める。R

def
= eix−αとすると、

S0(α, x) =
1

2i

( R

1−R
− R∗

1−R∗

)
=

1

2i

R−R∗

1 + |R|2 − (R +R∗)

=
e−α sin x

1 + e−2α − 2e−α cos x

=
1

2

sin x

coshα− cos x
(1.6)

である。
よって、

∞∑
n=1

sin(nx) = lim
α→+0

S0(α, x) =
1

2

sin x

1− cos x
(1.7)

である。

2
∑∞

n=1 cos(nx)

C0(α, x)を求める。R
def
= eix−αとすると、

C0(α, x) =
1

2

( R

1−R
+

R∗

1−R∗

)
=

1

2

R +R∗ − 2|R|2

1 + |R|2 − (R +R∗)

=
1

2

2e−α cos x− 2e−2α

1 + e−2α − 2e−α cos x

= −1

2

e−α − cos x

coshα− cos x
(2.1)

となる。よって、cos x ̸= 1なら、
∞∑
n=1

cos(nx) = lim
α→+0

C0(α, x) = −1

2
(cos x ̸= 1) (2.2)

である。ところで、

2πδ2π(x)
def
=

∞∑
n=−∞

einx = 2π
∞∑

k=−∞

δ(x+ 2πk) (2.3)
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であるから、
∞∑
n=1

cos(nx) = πδ2π(x)−
1

2
(2.4)

となる。

3
∑∞

n=1
cos(nx)

n

∂C1(α, x)

∂α
= −C0(α, x) (3.1)

であり、

lim
α→∞

C1(α, x) = 0 (3.2)

より、

C1(α, x) =

∫ α

∞
dθ [−C0(θ, x)]

=

∫ α

∞
dθ

1

2

e−θ − cos x

cosh θ − cos x
(3.3)

である。t
def
= eθとし、

C1(α, x) =

∫ eα

∞
dt

1

t

t−1 − cos x

t+ t−1 − 2 cos x

=

∫ eα

∞
dt

(
− cos x

(t− cos x)2 + sin2 x
+

1

t

1

(t− cos x)2 + sin2 x

)
=

∫ eα

∞
dt

(1
t
− t− cos x

(t− cos x)2 + sin2 x

)
= α− 1

2
ln
[
(eα − cos x)2 + sin2 x

]
(3.4)

を得る。
よって、

∞∑
n=1

cos(nx)

n
= C1(0, x)

= −1

2
ln
[
2(1− cos x)

]
= −1

2
ln
[
4 sin2 x

2

]
= − ln | sin x

2
| − ln 2 (3.5)
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となる。これを xで展開する。まず、

sin
x

2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

22n+1(2n+ 1)!

=
x

2

[
1 +

∞∑
n=1

(−1)nx2n

22n(2n+ 1)!

]
=

x

2

[
1− x2

24
+

x4

1920
−O(x6)

]
(3.6)

なので、

C1(0, x) = − ln |x| − ln
[
1− x2

24
+

x4

1920
−O(x6)

]
= − ln |x|+ x2

24
− x4

1920
+

1

2

(
− x2

24

)2

+O(x6)

= − ln |x|+ x2

24
+

x4

2880
+O(x6) (3.7)

を得る：
∞∑
n=1

cos(nx)

n
= − ln |x|+ x2

24
+

x4

2880
+O(x6). (3.8)

4
∑∞

n=1
cos(nx)
n2a+1 ,

∑∞
n=1

sin(nx)
n2a

今、

C2(x)
def
=

∫ x

0

dx′ C1(0, x
′), (4.1)

Cr+1(x)
def
=

∫ x

0

dx′ Cr(x′) (4.2)

と置く。

lim
α→0

∞∑
n=1

cos(nx)

n
e−αn = C1(0, x) (4.3)

を x = 0から xまで積分して、
∞∑
n=1

sin(nx)

n2
= C2(x) (4.4)

を得る。これは、
∞∑
n=1

sin(nx)

n2
= −x ln |x|+ x+

x3

72
+

x5

14400
+O(x7) (4.5)

を意味する。
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(4.4)を x = 0から xまで積分して、
∞∑
n=1

1− cos(nx)

n3
= C3(x), (4.6)

∞∑
n=1

cos(nx)

n3
=

∞∑
n=1

1

n3
− C3(x) (4.7)

を得る。これは、
∞∑
n=1

cos(nx)

n3
=

∞∑
n=1

1

n3
+

x2

2
ln |x| − 3

4
x2 − x4

288
− x6

86400
+O(x8) (4.8)

を意味する。
(4.7)を x = 0から xまで積分して、

∞∑
n=1

sin(nx)

n4
= ζ(3)x− C4(x) (4.9)

を得る。これを x = 0から xまで積分して、
∞∑
n=1

1− cos(nx)

n5
=

ζ(3)

2
x2 − C5(x), (4.10)

∞∑
n=1

cos(nx)

n5
= ζ(5)− ζ(3)

2
x2 + C5(x) (4.11)

を得る。以下同様である。
実は∑∞

n=1
cos(nx)

nr (r = 2a+1),
∑∞

n=1
sin(nx)

nr (r = 2a)は、Milnor 型の多重 sine 関数 SM
r (x)の

対数 lnSM
r (x)と関係する [1]。

5
∑∞

n=1
cos(nx)
n2a

,
∑∞

n=1
sin(nx)
n2a+1

(2.4)は、
∞∑
n=1

cos(nx) = πδ2π(x)−
1

2
(5.1)

であった。これを x = 0から xまで積分して、

lim
α→+0

∞∑
n=1

sin(nx)

n
e−αn =

π

2
sgn(x)− 1

2
x (5.2)

を得る。これを更に x = 0から xまで積分して、
∞∑
n=1

1− cos(nx)

n2
=

π

2
|x| − 1

4
x2, (5.3)

∞∑
n=1

cos(nx)

n2
= ζ(2)− π

2
|x|+ 1

4
x2 (5.4)
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を得る。これを更に x = 0から xまで積分して、
∞∑
n=1

sin(nx)

n3
= ζ(2)x− π

4
|x|x+

1

12
x3 (5.5)

これを更に x = 0から xまで積分して、
∞∑
n=1

1− cos(nx)

n4
=

ζ(2)

2
x2 − π

12
|x|3 + 1

48
x4, (5.6)

∞∑
n=1

cos(nx)

n4
= ζ(4)− ζ(2)

2
x2 +

π

12
|x|3 − 1

48
x4 (5.7)

を得る。以下同様である。
実は∑∞

n=1
cos(nx)

nr (r = 2a),
∑∞

n=1
sin(nx)

nr (r = 2a + 1)は、ベルヌーイ多項式Br(x)と関係す
る [1]。

6
∑∞

n=1
cos(nx)

nr (r = 2, 3, 4, 5, 6)

∞∑
n=1

cos(nx)

n2
= ζ(2)− π

2
|x|+ 1

4
x2, (6.1)

∞∑
n=1

cos(nx)

n3
= ζ(3) +

x2

2
ln |x| − 3

4
x2 − x4

288
− x6

86400
+O(x8), (6.2)

∞∑
n=1

cos(nx)

n4
= ζ(4)− ζ(2)

2
x2 +

π

12
|x|3 − 1

48
x4, (6.3)

∞∑
n=1

cos(nx)

n5
= ζ(5)− ζ(3)

2
x2 +

25− 12 ln |x|
288

x4 +
x6

8640
+O(x8), (6.4)

∞∑
n=1

cos(nx)

n6
= ζ(6)− ζ(4)

2
x2 +

ζ(2)

24
x4 − π

240
|x|5 + x6

1440
(6.5)
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