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1 本論
n, mを自然数とし、

In,m
def
=

∫ 1

0

dx
xn(1− x)m

1 + x2
(1.1)

とする。これは正であり、n, mの増加とともに 0に近づく。In,mの計算を通して、円周率のあ
る近似分数の系列が得られることを以下に示す。
x = tan θと変換して、

In,m =

∫ π/4

0

dθ tann θ(1− tan θ)m

=
m∑
k=0

(−1)k

(
m

k

)
Jn+k, (1.2)

Jk
def
=

∫ π/4

0

dθ tank θ (1.3)
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を得る。ここで、Jkは以下のように求まる：

J0 =
π

4
, (1.4)

J1 =
ln 2

2
, (1.5)

Jk =

∫ π/4

0

dθ tank−2 θ
( 1

cos2 θ
− 1
)

=
1

k − 1
− Jk−2 (k ≥ 2) (1.6)

より、

J2l = jl + (−1)l
π

4
, (1.7)

jl
def
=

{
0 for l = 0
1

2l−1
− 1

2l−3
+ · · · − (−1)l for l ≥ 1

(1.8)

および、

J2l+1 = kl + (−1)l
ln 2

2
, (1.9)

kl
def
=

{
0 for l = 0
1
2l
− 1

2l−2
+ · · · − (−1)l 1

2
for l ≥ 1

. (1.10)

これらを (1.2)に代入して、次を得る。

1.1 n = 2n′

まず、n = 2n′のとき、

I2n′,m =

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
J2(n′+k) −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
J2(n′+k)+1

=

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
jn′+k −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
kn′+k

+(−1)n
′ π

4

[m/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k

)
− (−1)n

′ ln 2

2

[(m−1)/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k + 1

)
(1.11)

となる。§ 2で示すように、

[m/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k

)
= 2m/2 cos

mπ

4
, (1.12)

[(m−1)/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k + 1

)
= 2m/2 sin

mπ

4
(1.13)
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なので、

I2n′,m =

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
jn′+k −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
kn′+k

+(−1)n
′ π

4
2m/2 cos

mπ

4
− (−1)n

′ ln 2

2
2m/2 sin

mπ

4
(1.14)

となる。よって、mが 4の倍数の時 (m = 4m′)、この式から ln 2が消える：

0 < I2n′,4m′ =
2m′∑
k=0

(
4m′

2k

)
jn′+k −

2m′−1∑
k=0

(
4m′

2k + 1

)
kn′+k + (−1)n

′+m′
22m

′−2π. (1.15)

よって、

π2n′,4m′
def
= (−1)n

′+m′
2−2m′+2

[ 2m′−1∑
k=0

(
4m′

2k + 1

)
kn′+k −

2m′∑
k=0

(
4m′

2k

)
jn′+k

]
(1.16)

は πの近似分数であり、n′ +m′ = n/2 +m/4が偶数なら下からの近似で、n′ +m′が奇数なら
上からの近似である。
例えば、

π2,0 = 4 > π, (1.17)

π2,4 =
47

15
= 3.13̇ < π, (1.18)

π4,4 =
22

7
= 3.1428571428571 · · · > π, (1.19)

π8,8 =
47171

15015
= 3.141591741591741 · · · < π, (1.20)

π12,12 =
431302721

137287920
= 3.141592654328217 > π (1.21)

である。

1.2 n = 2n′ + 1

n = 2n′ + 1のとき、

I2n′+1,m =

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
J2(n′+k)+1 −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
J2(n′+k+1)

=

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
kn′+k −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
jn′+k+1

+(−1)n
′ ln 2

2

[m/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k

)
+ (−1)n

′ π

4

[(m−1)/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k + 1

)

=

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
kn′+k −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
jn′+k+1

+(−1)n
′ ln 2

2
2m/2 cos

mπ

4
+ (−1)n

′ π

4
2m/2 sin

mπ

4
(1.22)
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である。よって、m = 4m′ + 2 = 2, 6, 10., · · · のとき、この式から ln 2が消える：

0 < I2n′+1,4m′+2 =
2m′+1∑
k=0

(
4m′ + 2

2k

)
kn′+k −

2m′∑
k=0

(
4m′ + 2

2k + 1

)
jn′+k+1 + (−1)n

′+m′
22m

′−1π.

(1.23)

よって、

π2n′+1,4m′+2
def
= (−1)n

′+m′
2−2m′+1

[ 2m′∑
k=0

(
4m′ + 2

2k + 1

)
jn′+k+1 −

2m′+1∑
k=0

(
4m′ + 2

2k

)
kn′+k

]
(1.24)

πの近似分数であり、n′ +m′ = n/2 +m/4 + 1が偶数なら下からの近似で、n′ +m′が奇数な
ら上からの近似である。
nの偶奇によらず、得られる近似分数は、n′ −m′ = n/2−m/4が偶数なら下から、奇数なら
上からの近似である。
例えば、

π1,2 = 3, (1.25)

π3,2 =
19

6
= 3.16̇ > π, (1.26)

π5,6 =
377

120
= 3.1416̇ > π, (1.27)

π7,6 =
174169

55440
= 3.14157647907647 < π, (1.28)

π9,10 =
777607

247520
= 3.141592598577892 < π (1.29)

である。
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2 付録：(1.12), (1.13)の証明

2.1 (1.12)の証明

[m/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k

)
= −

[m/2]∑
k=0

(
m

2k

)
+ 2

[m/4]∑
k=0

(
m

4k

)
(2.1)

であるから、r = 2, 4として、

Sr
def
=

[m/r]∑
k=0

(
m

rk

)
(2.2)

を求めれば良い。
2項定理は、

m∑
k=0

(
m

k

)
xk = (1 + x)m (2.3)

である。今、

ζr
def
= ei2π/r (2.4)

とすると、

1 + ζkr + ζ2kr + · · ·+ ζk(r−1)
r =

{
0 for (kが rの倍数でない)

r for (kが rの倍数)
(2.5)

なので、

Sr =
1

r
[(1 + 1)m + (1 + ζr)

m + · · ·+ (1 + ζr−1
r )m] (2.6)

となる (これは、r = 1, 2, 3, · · · について成り立つ)。よって、

S2 = 2m−1 (2.7)

であり、

S4 =
1

4
[2m + (1 + i)m + (1− i)m]

=
1

2
[2m−1 + 2m/2 cos

mπ

4
] (2.8)

となる。よって、

[m/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k

)
= −S2 + 2S4 = 2m/2 cos

mπ

4
. (2.9)

これは (1.12)である。
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2.2 (1.13)の証明

[(m−1)/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k + 1

)
= −

[(m−1)/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
+ 2

[(m−1)/4]∑
k=0

(
m

4k + 1

)
(2.10)

であり、

−
[(m−1)/2]∑

k=0

(
m

2k + 1

)
= −

m∑
k=0

(
m

k

)
+ S2 = −2m−1 (2.11)

なので、

[(m−1)/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k + 1

)
= −2m−1 + 2

[(m−1)/4]∑
k=0

(
m

4k + 1

)
. (2.12)

(2.3)より、

m∑
k=0

(
m

k

)
xk−1 =

1

x
(1 + x)m (2.13)

である。これと、(2.5)より、

[(m−1)/4]∑
k=0

(
m

4k + 1

)
=

1

4

[1
1
(1 + 1)m +

1

ζ4
(1 + ζ4)

m ++
1

ζ24
(1 + ζ24 )

m ++
1

ζ34
(1 + ζ34 )

m
]

=
1

4

[
2m +

1

i
(1 + i)m − 1

i
(1− i)m

]
=

1

2

[
2m−1 + 2m/2 sin

mπ

4

]
(2.14)

なので、

[(m−1)/2]∑
k=0

(−1)k

(
m

2k + 1

)
= 2m/2 sin

mπ

4
. (2.15)

これは (1.13)である。
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