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Abstract

この記事では、

SO(2, 1) = Sp(2,R)/Z2, (0.1)

SO(3, 1) = Sp(2,C)/Z2, (0.2)

SO(4, 1) = Sp(2,H)/Z2 (0.3)

である [1]ことを解説する。ここで、Hは四元数である。
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1 シンプレクティック群
K = R,Cに対して、

Sp(2n,K) = {M ∈ GL(2n,K)|tMΩM = Ω} (1.1)

である。ここで、tは転置を表し、

Ω =

(
0n 1n
−1n 0n

)
(1.2)
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である。このとき、

detM = 1 (1.3)

である。
これは次のように示される。今、x1, x2, · · · , x2nを 1形式の基底とし、

V (ω)
def
=
∑
i<k

ωikx
i ∧ xk (1.4)

とする。ωik = −ωkiとする。また、

η
def
= x1 ∧ x2 ∧ · · · ∧ x2n (1.5)

とし、

V (ω)n = V (ω) ∧ V (ω) ∧ · · ·V (ω)

≡ n!Pf(ω)η (1.6)

でパフィアン Pf(ω)を定義する。また、

P (ω,x)
def
= V (ω)n (1.7)

と書く。ここで、x = t(x1, x2, · · · , x2n)である。さて、

P (ω,Mx) = n!Pf(tMωM)η (1.8)

であり、

P (ω,Mx) = det(M)P (ω,x) = n! det(M)Pf(ω)η (1.9)

であるから、

Pf(tMωM) = det(M)Pf(ω) (1.10)

である。特に ω = Ωとし、M ∈ Sp(2n,K)とすると、det(M) = 1を得る。
さて、M ∈ Sp(2n,K)は、

tMΩ = ΩM−1 (1.11)

と同値である。n = 1のとき、これは detM = 1と同値である。つまり、

Sp(2,K) = SL(2,K) (1.12)

である。
今、

Sp(2,H, X)
def
= {M ∈ GL(2,H)|M †XM = X}, (1.13)

Sε
def
=

(
0 ε

1 0

)
, (1.14)

Tε
def
=

(
1 0

0 −ε

)
(1.15)

と置く。ここで、M †はM の転置および複素共役 (四元共役)である。Sp(2,H)は Sp(2,H, T1)

を表す。
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2 Sp(2,R) → SO(2, 1)

V をトレース 0の 2次の実行列の全体とすると、V の任意の元 xは、

x =
2∑

µ=0

xµGµ (xµ ∈ R), (2.1)

G0
def
=

1√
2

(
0 1

−1 0

)
, G1

def
=

1√
2

(
1 0

0 −1

)
, G2

def
=

1√
2

(
0 1

1 0

)
(2.2)

と書ける。今、

⟨x, y⟩ def
= Tr(xy) (2.3)

とすると、

⟨Gµ, Gν⟩ = diag(−1, 1, 1) ≡ ηµν (2.4)

であり、

⟨x, y⟩ = ηµνx
µyν (2.5)

である。今、x ∈ V に対して、

g ∗ x def
= gxg−1 , g ∈ Sp(2,R) (2.6)

とすると、g ∗ x ∈ V であるから、

g ∗ x = [ρ(g)]µνx
νGµ (2.7)

と書ける。また、

⟨g ∗ x, g ∗ y⟩ = Tr(gxg−1gyg−1)

= Tr(xy)

= ⟨x, y⟩ (2.8)

であるから、

ρ(g) ∈ SO(2, 1) (2.9)

である。また、

ρ(Sp(2,R)) = SO(2, 1), (2.10)

Ker(ρ) = {±1} (2.11)

である [1]。
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3 Sp(2,C) → SO(3, 1)

今、

V
def
= {x ∈ M(2,C)|x† = ΩxΩ−1} , Ω =

(
0 1

−1 0

)
(3.1)

と置く。

x =

(
α β

γ δ

)
(3.2)

と書くと、

x† =

(
α∗ γ∗

β∗ δ∗

)
(3.3)

であり、

ΩxΩ−1 =

(
0 1

−1 0

)(
α β

γ δ

)(
0 −1

1 0

)

=

(
γ δ

−α −β

)(
0 −1

1 0

)

=

(
δ −γ

−β α

)
(3.4)

である。よって、V の元 xは、

x =

(
α ib

ic α∗

)
(α ∈ C, b, c ∈ R) (3.5)

と書ける。その基底は、

G0
def
=

1√
2

(
0 i

−i 0

)
, G1

def
=

1√
2

(
1 0

0 1

)
, G2

def
=

1√
2

(
i 0

0 −i

)
, G3

def
=

1√
2

(
0 i

i 0

)
(3.6)

である。V の元 xは、

x = xµGµ (xµ ∈ R) (3.7)

と書ける。
今、

⟨x, y⟩ def
= Re(Tr(x∗y)) (3.8)

とすると、

⟨Gµ, Gν⟩ = diag(−1, 1, 1, 1) ≡ ηµν , (3.9)

⟨x, y⟩ = ηµνx
µyν (3.10)
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である。
また、x ∈ V に対して、

g ∗ x def
= gx(g−1)∗ , g ∈ Sp(2,C) (3.11)

とすると、

(g ∗ x)† = tg−1x†g† (3.12)

である。また、g ∈ Sp(2,C)より、

g−1 = Ω · tgΩ−1, (3.13)
tg = Ω−1g−1Ω = Ωg−1Ω−1 (3.14)

であるから、
tg−1 = ΩgΩ−1, (3.15)

g† = Ω(g−1)∗Ω−1 (3.16)

である。x ∈ V より、

x† = ΩxΩ−1 (3.17)

なので、

(g ∗ x)† = (ΩgΩ−1)(ΩxΩ−1)Ω(g−1)∗Ω−1

= Ωgx(g−1)∗Ω−1

= Ω(g ∗ x)Ω−1 (3.18)

なので、

g ∗ x ∈ V (3.19)

であり、

g ∗ x = [ρ(g)]µνx
νGµ (3.20)

と書ける。
また、

⟨g ∗ x, g ∗ y⟩ = ⟨x, y⟩ (3.21)

である。実際、

Tr((g ∗ x)∗g ∗ y) = Tr(g∗x∗g−1gy(g−1)∗)

= Tr(x∗y(g−1)) (3.22)

である。(3.21)は、

ρ(g) ∈ SO(3, 1) (3.23)

を意味する。また、

ρ(Sp(2,C)) = SO(3, 1), (3.24)

Ker(ρ) = {±1} (3.25)

である [1]。
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4 Sp(2,H) → SO(4, 1)

4.1 X2 = ±1の場合

四元数値に正方行列A, Bに対して、

λ(AB)
def
= Re(Tr(AB)) (4.1)

とする。Aの (i, k)成分をAikと書くと、

λ(AB) = Re(AikBki)

= Re(BkiAik)

= Re(Tr(BA))

= λ(BA) (4.2)

となる。また、

⟨A,B⟩ def
= λ(AB) (4.3)

とする。
g ∈ Sp(2,H, X)とすると、

g−1 = X−1g†X (4.4)

である。今、

X = Sε, Tε , ε = ±1 (4.5)

とすると、

X2 = ±1 (4.6)

なので、

g−1 = Xg†X−1 ≡ gσ (4.7)

となる。一般に、

xσ def
= Xx†X−1 (4.8)

とする。また、

W (X)
def
= {x ∈ M(2,H)|xσ = x} (4.9)

と置く。
今、A ∈ M(2,H)に対して、

g ∗ A def
= gAgσ , g ∈ Sp(2,H, X) (4.10)
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とすると、

⟨g ∗ A, g ∗B⟩ = λ((g ∗ A)(g ∗B))

= λ(gAgσgBgσ))

= λ(gσgAB)

= λ(AB)

= ⟨A,B⟩ (4.11)

である。また、

x ∈ W (X) ⇒ g ∗ x ∈ W (X) (4.12)

である。これを示す。まず、

(g ∗ x)σ = X(gxgσ)†X−1

= X(gσ)†x†g†X−1 (4.13)

である。ここで、

(gσ)† = X−1gX, (4.14)

x† = X−1xσX = X−1xX, (4.15)

g† = X−1gσX (4.16)

なので、

(g ∗ x)σ = X(X−1gX)(X−1xX)(X−1gσX)X−1

= gxgσ

= g ∗ x (4.17)

である。
今、

V (X)
def
= {x ∈ M(2,H)|xσ = x, λ(x) = 0} (4.18)

とすると、

λ(g ∗ x) = λ(x) (g ∈ Sp(2,H, X)) (4.19)

より、

x ∈ V (X) ⇒ g ∗ x ∈ V (X) (4.20)

である。
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4.2 X = T−1 = 12の場合

X = T−1 = 12とする。V (12)の基底は、

1√
2

(
1 0

0 1

)
,

1√
2

(
0 ek

−ek 0

)
(k = 1, 2, 3) ,

1√
2

(
0 1

1 0

)
(4.21)

であり、これらをGµ(µ = 1, 2, 3, 4, 5)とすると、

⟨Gµ, Gν⟩ = diag(1, 1, 1, 1, 1) = δµν (4.22)

である。また、x ∈ V (12)を x = xµGµと書くと、

g ∗ x = [ρ(g)]µνx
νGµ, (4.23)

ρ(g) ∈ SO(5) (4.24)

となる。また、

ρ(Sp(2,H, 12)) = SO(5), (4.25)

Ker(ρ) = {±1} (4.26)

である [1]。

4.3 X = T1の場合

V (12)の基底は、

1√
2

(
1 0

0 −1

)
,

1√
2

(
0 ek
ek 0

)
(k = 1, 2, 3) ,

1√
2

(
0 1

−1 0

)
(4.27)

であり、これらをGµ(µ = 0, 1, 2, 3, 4)とすると、

⟨Gµ, Gν⟩ = diag(1,−1,−1,−1,−1) = −ηµν (4.28)

である。また、x ∈ V (12)を x = xµGµと書くと、

g ∗ x = [ρ(g)]µνx
νGµ, (4.29)

ρ(g) ∈ SO(4, 1) (4.30)

となる。また、

ρ(Sp(2,H,T1)) = SO(4, 1), (4.31)

Ker(ρ) = {±1} (4.32)

である (要確認)。
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4.4 X = S1の場合

X = Sεとする。V (Sε)の元 xは、

x =

(
α b

c εα∗

)
, Re(α + εα∗) = 0 (b, c ∈ R, α ∈ H) (4.33)

である。
V (S1)の基底は、

1√
2

(
0 1

1 0

)
,

1√
2

(
ek 0

0 −ek

)
(k = 1, 2, 3) ,

1√
2

(
0 1

−1 0

)
(4.34)

である。これを左からG0, G1, · · · , G4とする。

⟨Gµ, Gν⟩ = diag(1,−1,−1,−1,−1) ≡ −ηµν (4.35)

である。また、x ∈ V (S1)を x = xµGµと書くと、

g ∗ x = [ρ(g)]µνx
νGµ, (4.36)

ρ(g) ∈ SO(4, 1) (4.37)

となる。また、

ρ(Sp(2,H, S1)) = SO(4, 1), (4.38)

Ker(ρ) = {±1} (4.39)

である (要確認)。

5 超スピノール
F2 = R, F3 = C, F4 = Hとする。SO(n, 1)のスピノールを Fnの 2×1行列で、Sp(2,Fn)の作
用を受けるものと考える。ところで、Sp(2,Fn)を超リー群に拡張したものOSp(2,Fn)が存在す
る。OSp(2,Fn)のスピノール (超スピノール)を、 q

θ1
θ2

 , q ∈ Fn, θαは Fn係数のグラスマン数 (5.1)

で、OSp(2,Fn)の作用を受けるものと定義する [2]。このようにして超スピノールが定義できる。
これは「超ローレンツ群」のスピノールとみなせる。この「超ローレンツ群」は、[3]のものと
は異なるようである。
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