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Abstract

{fk}∞k=mを正の単調減少数列とする。和

S(N) :=
N∑

k=m

fk (0.1)

がN → ∞で ln lnNや ln ln lnNや ln ln ln lnNで発散するような fkを与える。また、{pn}∞n=m

を確率とするとき、シャノン・エントロピー

H := −
∑
n

pn ln pn (0.2)

が発散する例を与える。

1 緩やかに発散する級数
f(x)は区間 [m− 1, n]で正で単調減少とすると、∫ n

m

dx f(x) <
n∑

k=m

f(k) <

∫ n

m

dx f(x− 1) (1.1)

である。よって、

I(m,N) :=

∫ N

m

dx f(x) (1.2)

がN → ∞で発散するなら、

S(N) :=
N∑

k=m

f(k) (1.3)

も発散する。また、I(m− 1, N − 1)がN → ∞で収束するなら、S(N)も収束する。

1



α ≥ 0とし、

f1,α(x) :=
1

x(lnx)α
, (1.4)

f2,α(x) :=
1

x lnx(ln ln x)α
, (1.5)

f3,α(x) :=
1

x lnx ln ln x(ln ln lnx)α
(1.6)

とすると、これらはmを適当に大きくすると、x ≥ m− 1で正で単調減少とする。

In,α(m,N) :=

∫ N

m

dx fn,α(x), (1.7)

Sn,α(N) :=
N∑

k=m

fn,α(k) (1.8)

とすると、

In,α(m,N) < Sn,α(N) < In,α(m− 1, N − 1) (1.9)

である。t = ln xとすると、

dt =
dx

x
(1.10)

なので、

I1,α(m,N) =

∫ lnN

lnm

dt

tα
(1.11)

であり、α > 1でN → ∞でも収束する。α = 1とすると、

I1,1(m,N) = ln lnN − ln lnm (1.12)

であり、S1,1(N)は ln lnN で発散する。
また、

I2,α(m,N) =

∫ lnN

lnm

dt

t(ln t)α

=

∫ ln lnN

ln lnm

ds

sα
(1.13)

であり、α > 1でN → ∞でも収束する。α = 1とすると、

I2,1(m,N) = ln ln lnN − ln ln lnm (1.14)

であり、S2,1(N)は ln ln lnN で発散する。
また、

I3,α(m,N) =

∫ ln lnN

ln lnm

ds

s(ln s)α

=

∫ ln ln lnN

ln ln lnm

du

uα
(1.15)
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であり、α > 1でN → ∞でも収束する。α = 1とすると、

I3,1(m,N) = ln ln ln lnN − ln ln ln lnm (1.16)

であり、S3,1(N)は ln ln ln lnN で発散する。

2 シャノン・エントロピーが発散する例
α > 1とし、

pn :=
f1,α(n)

S
, S := S1,α(∞) (2.1)

は確率となる。このとき、

ln pn = ln f1,α(n)− lnS

= − ln(n(lnn)α)− lnS (2.2)

となる。よって、

−pn ln pn =
lnn+ α ln lnn+ lnS

n(lnn)αS

=
1

n(lnn)α−1S
+

α ln lnn+ lnS

n(lnn)αS
(2.3)

である。第 2項の和は収束するが、1 < α ≤ 2なら第 1項の和は発散する。
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