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Abstract

この記事は、数理物理Advent Calendar 2020の 24日目の記事である。重力がスカラー
場 ϕ(x)で表されると仮定した重力理論を解説する。この理論では、近日点移動は一般相対
論の (−1/6)倍となる。
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1 質点と重力場との結合
このノートでは重力はスカラー場 ϕ(x)で表されると仮定する。時空は平坦で、計量はミンコ
フスキー計量 ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)だとする。
質量m, 重力質量mGの質点の作用は、

S = −
∫

dτ (mc2 +mGϕ) (1.1)

である [1]。ここで、dτ は固有時

dτ 2 = − 1

c2
ηµνdx

µdxν (1.2)

である。(弱い)等価原理より、mG = mとして、

S = −mc2
∫

dτ
(
1 +

ϕ

c2

)
(1.3)

である。
今、「計量」を、

gµν :=
(
1 +

ϕ

c2

)2

ηµν (1.4)

と定義すると、

S = −mc2
∫

dλ

√
− 1

c2
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
(1.5)

となる。λは適当なパラメーターである。

2 重力場の方程式
重力場のラグランジアン密度は、

L = − 1

2kc4
ηµν∂µϕ∂νϕ+

1

c3
Tϕ (2.1)

である [1]。kは定数である。また、

T := ηµνT
µν (2.2)

であり、T µνは物質場やゲージ場のエネルギー・運動量テンソルである。重力場の作用は、

S =

∫
d4x L (2.3)

である。
質点系では、

T µν = c
∑
A

mA

∫
dτA

dzµA
dτA

dzνA
dτA

δ4(x− zA) (2.4)
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である。ここで、Aは質点のラベル, zµAは粒子の位置で、

dτ 2A = − 1

c2
ηµνdz

µ
Adz

ν
A (2.5)

である。よって、

T = −c
∑
A

mAc
2

∫
dτA δ4(x− zA) =: −ρc2 (2.6)

となり、

1

c3
Tϕ = −ρ

c
ϕ = −ϕ

∑
A

mA

∫
dτA δ4(x− zA) (2.7)

であり、(1.1)と整合する。
場の方程式は、

ηµν∂µ∂νϕ = −kcT (= kc3ρ) (2.8)

である1)。古典重力の方程式

△ϕ = 4πGρ (2.9)

と比較して、

k =
4πG

c3
=

cκ

2
(2.10)

である。Gは万有引力定数で、κ = 8πG/c4はアインシュタイン定数である。
(A.31)によると、gµν = φ2ηµνに対するスカラー曲率は、

R = − 6

φ3
ηµν∂µ∂νφ (2.11)

である。(2.8)と φ = 1 + ϕ
c2
より、

R =
3κ

φ3
T =

3κ

φ
T (2.12)

となる。ここで、T := gµνTµν = φ−2T である2)3) 。
1)なお、重力の自己相互作用を考えると、場の方程式は、

ηµν∂µ∂νϕ = −kc(T + TG)

となる。TG は重力場のエネルギー・運動量テンソルのトレースである [1, 2]。
2)アインシュタイン方程式からは、R = −κT が得られる。ここで、T := gµνTµν である。
3)Nordstromの重力理論では、場の方程式は、

R = 3κT ⇐⇒ φηµν∂µ∂νφ = −κ

2

√
−gT ⇐⇒ ηµν∂µ∂νφ = −κ

2
φT

である [2]。ここで、g = det(gµν) = −φ8,
√
−g = φ4 である。
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3 近日点移動
この章では c = 1とする。

3.1 一般論

今、一般に計量が、

gµν = ηµν + hµν (3.1)

と書け、hµνが十分小さく、

hµν = diag(h0, hs, hs, hs) (3.2)

となる場合を考える。特に、スカラー重力では、

h0 = −2ϕ− ϕ2, (3.3)

hs = 2ϕ+ ϕ2 (3.4)

である。球対称で静的な場合を考える。M を中心 (r = 0)にある星の質量とし、

Φ := −2GM/r, (3.5)

h0 = −αΦ− aΦ2 +O(Φ3), (3.6)

hs = −βΦ− bΦ2 +O(Φ3) (3.7)

を仮定する。このとき、近日点の 1周期ごとの歳差は、付録Bより、

δ ≈ π
(2GM)2

L2
(α2 + αβ − a) (3.8)

である。Lは角運動量を表す定数である。

3.2 一般相対論での近日点移動

アインシュタイン方程式の解は、

g00 = −
(
1 +

Φ

4

)2(
1− Φ

4

)−2

, (3.9)

gik = δik

(
1− Φ

4

)4

(3.10)

である [3]。よって、

h0 = 1−
(
1 +

Φ

4

)2(
1− Φ

4

)−2

= 1−
(
1 +

Φ

2
+

Φ2

16

)(
1 +

Φ

2
+

3Φ2

16
+

Φ3

16
+ · · ·

)
= −Φ− 1

2
Φ2 − 3

16
Φ3 + · · · (3.11)
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および、

hs = −1 +
(
1− Φ

4

)4

= −Φ +
3

8
Φ2 +

1

16
Φ3 − 1

256
Φ4 (3.12)

を得る。よって、

(α, β, a, b) = (1, 1, 1/2,−3/8) (3.13)

であり、

δ = π
(2GM)2

L2
· 3
2
=: δGR (3.14)

である。

3.3 スカラー重力理論での近日点移動

スカラー重力では、ϕ = Φ/2なので、

(α, β, a, b) = (1,−1, 1/4,−1/4) (3.15)

であり、

δ = π
(2GM)2

L2
· (−1/4) = −1

6
δGR (3.16)

となる。一般相対論と符号すら合わない。

5



A gµν = φ2ηµνに対するスカラー曲率
計量テンソルが、

gµν = φ2ηµν (A.1)

の場合を考える。スカラー重力理論では、

φ = 1 +
ϕ

c2
(A.2)

である。
ところで一般に、計量テンソルは、フレーム形式と呼ばれる 1形式の組 {θa}a=0,1,2,3を用いて、

g = ηabθ
a ⊗ θb , ηab := diag(−1, 1, 1, 1) (A.3)

と書ける。ηabはミンコフスキー計量である。フレーム形式を、

θa = θaµdx
µ (A.4)

と書いたとき、θaµは多脚場と呼ばれる。(A.1)の場合は、

θaµ = φδaµ (A.5)

である。レビ=チビタ接続Aa
bは、

dθa = −Aa
b ∧ θb (A.6)

を満たす。今、

dθa =
1

2
∆a

bcθ
b ∧ θc (A.7)

とおくと、

Aab = Aabcθ
c, (A.8)

Aabc :=
1

2
(∆cba +∆abc +∆bca) (A.9)

となる [4]。曲率テンソルは、

F a
b = dAa

b + Aa
c ∧ Ac

b (A.10)

である。

F a
b =:

1

2
Ra

bcdθ
c ∧ θd (A.11)

とおき、

Rab := Rc
acb, (A.12)

R := ηabRab (A.13)
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とする。ηabは ηabの逆行列である。Rはスカラー曲率である。∗をホッジ双対とすると、

Fab ∧ ∗(θa ∧ θb) = R ∗ 1 (A.14)

となる。なお、

θa ∧ θb ∧ ∗(θc ∧ θd) = (ηacηbd − ηadηbc) ∗ 1 (A.15)

である [4]。
今は、

θµ = φdxµ (A.16)

なので、

dθµ = ∂νφdx
ν ∧ dxµ

=
∂αφ

φ2
δµβθ

α ∧ θβ, (A.17)

∆µ
αβ =

∂αφ

φ2
δµβ − ∂βφ

φ2
φδµα, (A.18)

∆abc =
∂bφ

φ2
ηac −

∂cφ

φ2
ηab (A.19)

であり、

Aabc =
1

2
(∆abc +∆bca +∆cba)

=
1

φ2
(∂bφηac − ∂aφηbc) (A.20)

であるから、

Aab =
1

φ
(∂bφηac − ∂aφηbc)dx

c

= (∂b lnφηac − ∂a lnφηbc)dx
c (A.21)

であり、

dAab = −(∂d∂b lnφηac − ∂d∂a lnφηbc)dx
c ∧ dxd

= − 1

φ2
(∂d∂b lnφηac − ∂d∂a lnφηbc)θ

c ∧ θd (A.22)

となる。また、λa := ∂a lnφとすると、

Gab := ηefAae ∧ Afb

= ηef (λeηac − λaηec)(λbηfd − λfηbd)dx
c ∧ dxd

= (λdλbηac − λ2ηacηbd − λaλbηdc + λaλcηbd)dx
c ∧ dxd

=
1

φ2
(λdλbηac − λ2ηacηbd + λaλcηbd)θ

c ∧ θd (A.23)
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である。ここで、λ2 := ηabλaλbである。
よって、

dAab ∧ ∗(θa ∧ θb) = − 1

φ2
(∂d∂b lnφηac − ∂d∂a lnφηbc)(η

acηbd − ηadηbc) ∗ 1

= −2(D − 1)

φ2
□ lnφ ∗ 1 (A.24)

である。ここで、

□• := ηab∂a∂b• (A.25)

である。D = 4は次元である。また、

Gab ∧ ∗(θa ∧ θb) =
1

φ2
(λdλbηac − λ2ηacηbd + λaλcηbd)(η

acηbd − ηadηbc) ∗ 1

=
1

φ2
(D −D2 +D − 1 +D − 1)λ2 ∗ 1

= −(D − 1)(D − 2)

φ2
λ2 ∗ 1 (A.26)

である。
よって、

R = −2(D − 1)

φ2

(
□ lnφ+

1

2
(D − 2)λ2

)
(A.27)

である。ここで、

□ lnφ = ηµν∂ν

(∂µφ
φ

)
=

□φ

φ
− λ2 (A.28)

なので、

□ lnφ+
1

2
(D − 2)λ2 =

□φ

φ
+

1

2
(D − 4)λ2, (A.29)

R = −2(D − 1)

φ3
□φ− (D − 1)(D − 4)λ2

φ2
(A.30)

となる。D = 4なので、

R = −6□φ

φ3
(A.31)

である。

8



B 近日点移動：詳細
§ 3.1の設定で考える。c = 1とする。この章は [5]を参考にした。
パラメーター τ を、

gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
= −1 (B.1)

と選ぶと、質点の運動方程式は、

d

dτ

[
(ησν + hσν)

dxσ

dτ

]
=

1

2
∂νhµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
(B.2)

となる。(B.2)の空間成分 (i = 1, 2, 3)は、

d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

i
]
=

1

2

[
∂ih0ṫ

2 + ∂ihs(ẋ
2 + ẏ2 + ż2)

]
(B.3)

となる。ここで、Ẋ := dX/dτ , t = x0である。(B.2)の時間成分は、

d

dτ

[
(1− h0)ṫ

]
= 0 (B.4)

となる。ここで、

∂0hµν = 0 (B.5)

を仮定した。
(B.1)は、

(1− h0)ṫ
2 − (1 + hs)(ẋ

2 + ẏ2 + ż2) = 1 (B.6)

である。ところで、(B.4)より、

(1− h0)ṫ = K = const. (B.7)

である。これと (B.6)より、

K2

1− h0

− (1 + hs)(ẋ
2 + ẏ2 + ż2) = 1 (B.8)

である。
ところで、

d

dτ

[
(1 + hs)(ẋ

ixk − ẋkxi)
]
=

d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

i
]
xk − d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

k
]
xi (B.9)

である。今、h0, hsが r =
√

x2 + y2 + z2のみの関数とすると、(B.3)の右辺は xiに比例する。
よって、上式の右辺は 0である：

d

dτ

[
(1 + hs)(ẋ

ixk − ẋkxi)
]
= 0. (B.10)
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これは角運動量の保存則である。特に、

L1 := (1 + hs)(ży − ẏz), (B.11)

L2 := (1 + hs)(ẋz − żx), (B.12)

L3 := (1 + hs)(ẏx− ẋy) =: L (B.13)

は保存する。
今、L1 = L2 = 0を仮定する。この時、極座標表示で、φ = π/2 (φ̇ = 0)である4) 。また、

L = (1 + hs)r
2θ̇, (B.14)

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = r2θ̇2 + ṙ2 = r2θ̇2 +
(dr
dθ

)2

θ̇2 (B.15)

である。(B.15)より、

K2

1− h0

− (1 + hs)θ̇
2
[
r2 +

(dr
dθ

)2]
= 1 (B.16)

である。また、(B.14)より、

θ̇ =
L

(1 + hs)r2
(B.17)

なので、

K2

1− h0

− L2

(1 + hs)r4

[
r2 +

(dr
dθ

)2]
= 1 (B.18)

となる。今、

u :=
1

r
(B.19)

とすると、

du

dθ
= −u2dr

dθ
, (B.20)

1

r4

(dr
dθ

)2

=
(du
dθ

)2

(B.21)

なので、

K2

1− h0

− L2

(1 + hs)

[
u2 +

(du
dθ

)2]
= 1, (B.22)

u2 +
(du
dθ

)2

=
( K2

1− h0

− 1
)1 + hs

L2
(B.23)

を得る。

4)ここでの θ, φは多くの文献と逆である。つまり、ここでの φは通常は θと書かれるものである。
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今、M を中心 (r = 0)にある星の質量とし、

Φ := −2GMu, (B.24)

h0 = −αΦ− aΦ2 +O(Φ3), (B.25)

hs = −βΦ− bΦ2 +O(Φ3) (B.26)

を仮定する。このとき、

K2

1− h0

− 1 = K2(1− αΦ− aΦ2 + α2Φ2 + · · · )− 1

= K2 − 1−K2αΦ +K2(α2 − a)Φ2 + · · · , (B.27)( K2

1− h0

− 1
)1 + hs

L2
=

K2 − 1

L2
− K2α

L2
Φ +

K2

L2
(α2 − a)Φ2

−K2 − 1

L2
βΦ− K2 − 1

L2
bΦ2 +

K2αβ

L2
Φ2 +O(Φ3)

= A+Bu+ Cu2 + · · · (B.28)

となる。ただし、

A =
K2 − 1

L2
, (B.29)

B =
2GM

L2

[
K2α + (K2 − 1)β

]
, (B.30)

C =
(2GM)2

L2

[
K2(α2 + αβ − a)− (K2 − 1)b

]
(B.31)

である。よって、

u2 +
(du
dθ

)2

= A+Bu+ Cu2 + · · · (B.32)

となる。これを θで微分して、· · · を無視すると、

u+
d2u

dθ2
=

1

2
B + Cu, (B.33)

d2u

dθ2
=

1

2
B − (1− C)u (B.34)

を得る。

u =
B

2(1− C)
+ v (B.35)

とすると、

d2v

dθ2
= −(1− C)v (B.36)

となる。これの解は、

v = v0 cos(
√
1− Cθ) + v1 sin(

√
1− Cθ) (B.37)
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であり、近日点は、角度が

2π√
1− C

= 2π + Cπ +O(C2) (B.38)

変化するたびに現れる。近日点の 1周期ごとの歳差は、

δ = Cπ = π
(2GM)2

L2

[
K2(α2 + αβ − a)− (K2 − 1)b

]
≈ π

(2GM)2

L2
(α2 + αβ − a) (B.39)

である。ここで、K2 ≈ 1とした。
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