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Abstract

常微分方程式の数値解法にオイラー法, ホイン法, ルンゲ・クッタ法がある。これらはそ
れぞれ数値積分の矩形積分 (区分求積法), 台形公式, シンプソン公式に対応することを示す。

§4でルンゲ・クッタ法を導出する。
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1 数値積分
関数 f(x)の積分 I =

∫ x0+h

x0
dx f(x)は、

I = I1 +O(h2) (1.1)

= I2 +O(h3) (1.2)

= I3 +O(h5), (1.3)

I1 = hf(x0), (1.4)

I2 =
h

2
[f(x0) + f(x0 + h)], (1.5)

I3 =
h

6
[f(x0) + 4f(x0 +

1

2
h) + f(x0 + h)] (1.6)

と評価でき、I1が矩形積分 (区分求積法), I2が台形公式, I3がシンプソン公式である。
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2 ホイン法と台形公式
常微分方程式

dy

dx
= f(x, y) (2.1)

に対して、y(x)は、

y(x) = y0 +

∫ x

x0

dx′ f(x′, y(x′)) (2.2)

で与えられる。ここで、y0 = y(x0)である。特に、x = x0 + hのとき、
y(x0 + h) = y0 + hf1 +O(h2) (2.3)

= y0 + hf2 +O(h3) (2.4)

= y0 + hf3 +O(h5), (2.5)

f1 = f(x0, y0), (2.6)

f2 =
1

2
[f(x0, y0) + f(x0, y0 + hf1)], (2.7)

f3 =
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (2.8)

k1 = f1, (2.9)

k2 = f(x0 +
1

2
h, y0 +

1

2
k1h), (2.10)

k3 = f(x0 +
1

2
h, y0 +

1

2
k2h), (2.11)

k4 = f(x0 + h, y0 + k3h) (2.12)

である。(2.3)はオイラー法, (2.4)はホイン法, (2.5)は 4次のルンゲ・クッタ法である。
ところで、(2.2)の積分を矩形積分, 台形公式, シンプソン公式で近似すると、

y(x0 + h) = y0 + hF1 +O(h2) (2.13)

= y0 + hF2 +O(h3) (2.14)

= y0 + hF3 +O(h5), (2.15)

F1 = f(x0, y0) = f1, (2.16)

F2 =
1

2
[f(x0, y0) + f(x0, y(x0 + h))], (2.17)

F3 =
1

6
[f(x0, y0) + 4f(x0 +

1

2
h, y(x+

1

2
h)) + f(x0 + h, y(x0 + h))] (2.18)

である。F2において y(x0 + h)の値を y0 + hf1で近似したものがホイン法である。この近似で、
F2 = f2 +O(h2) (2.19)

である。
もしも、

f3 = F3 +O(h4) (2.20)

ならば (2.15)から (2.5)が得られる。
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3 ルンゲ・クッタ法とシンプソン公式
F (x) := f(x, y(x))の導関数は、

F ′(x) = fx + fyF, (3.1)

F ′′(x) = fxx + fxyF + fxyF + fyyF
2 + fy(fx + fyF )

= fxx + 2fxyF + fxfy + f 2
yF + fyyF

2, (3.2)

F ′′′(x) = fxxx + fxxyF + 2fxxyF + 2fxyyF
2 + 2fxy(fx + fyF )

+ fxxfy + fxyfyF + fxfxy + fxfyyF

+ 2fyfxyF + 2fyfyyF
2 + f 2

y (fx + fyF )

+ fyyyF
3 + fxyyF

2 + 2fyyF (fx + fyF )

= fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + 3fxyfx + 5fxyfyF + fxxfy

+ 3fyyfxF + 4fyyfyF
2 + fxf

2
y + f 3

yF + fyyyF
3 (3.3)

である。よって、

F (x0 + h) = F (x0) + F ′(x0)h+
1

2
F ′′(x0)h

2 +
1

6
F ′′′(x0)h

3 +O(h4) (3.4)

である。
以下、h̃ := 1

2
hとする。このとき、

F (x0 + h̃) = F (x0) + F ′(x0)h̃+
1

2
F ′′(x0)h̃

2 +
1

6
F ′′′(x0)h̃

3 +O(h4) (3.5)

である。一方、

k2 = f(x0 + h̃, y0 + k1h̃)

= F (x0) + (fx + fyk1)h̃+
1

2
(fxx + 2fxyk1 + fyyk

2
1)h̃

2

+
1

6
(fxxx + 3fxxyk1 + fxyyk

2
1 + fyyyk

3
1)h̃

3 +O(h4)

= F (x0) + (fx + fyF )h̃+
1

2
(fxx + 2fxyF + fyyF

2)h̃2

+
1

6
(fxxx + 3fxxyF + fxyyF

2 + fyyyF
3)h̃3 +O(h4)

=: F (x0) + k2,1h̃+
1

2
k2,2h̃

2 +
1

6
k2,3h̃

3 +O(h4) (3.6)

であり、

k3 = F (x0) + (fx + fyk2)h̃+
1

2
(fxx + 2fxyk2 + fyyk

2
2)h̃

2

+
1

6
(fxxx + 3fxxyk2 + 3fxyyk

2
2 + fyyyk

3
2)h̃

3 +O(h4)

=: F (x0) + k3,1h̃+
1

2
k3,2h̃

2 +
1

6
k3,3h̃

3 +O(h4) (3.7)
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である。まず、

k3,1 = k2,1 = fx + fyF = F ′(x0) (3.8)

である。次に、

k2,2 = fxx + 2fxyF + fyyF
2, (3.9)

k3,2 = k2,2 + 2k2,1fy

= fxx + 2fxyF + fyyF
2 + 2(fx + fyF )fy

= fxx + 2fxyF + fyyF
2 + 2fxfy + 2f 2

yF (3.10)

なので、
1

2
(k2,2 + k3,2) = fxx + 2fxyF + fyyF

2 + fxfy + f 2
yF

= F ′′(x0) (3.11)

である。そして、

k2,3 = fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + fyyyF

3, (3.12)

k3,3 = k2,3 + 6fyyFk2,1 + 6fxyk2,1 + 3fyk2,2

= fxxx + 3fxxyF + fxyyF
2 + fyyyF

3 + 6(fyyF + fxy)(fx + fyF )

+ 3fy(fxx + 2fxyF + fyyF
2)

= fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + fyyyF

3 + 6fyyfxF + 6fyyfyF
2 + 6fxyfx + 6fxyfyF

+ 3fyfxx + 6fyfxyF + 3fyfyyF
2

= fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + fyyyF

3 + 6fyyfxF + 6fxyfx + 12fxyfyF

+ 3fxxfy + 9fyyfyF
2 (3.13)

である。
k4は、

k4 = F (x0) + (fx + fyk3)h+
1

2
(fxx + 2fxyk3 + fyyk

2
3)h

2

+
1

6
(fxxx + 3fxxyk3 + fxyyk

2
3 + fyyyk

3
3)h

3 +O(h4)

=: F (x0) + k4,1h+
1

2
k4,2h

2 +
1

6
k4,3h

3 +O(h4) (3.14)

である。ここで、

k4,1 = fx + fyF = F ′(x0), (3.15)

k4,2 = k2,2 + k3,1fy

= F ′′(x0), (3.16)
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k4,3 = k2,3 + 3fyyFk3,1 + 3fxyk3,1 +
3

4
fyk3,2

= fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + fyyyF

3 + 3(fyyF + fxy)(fx + fyF )

+
3

4
fy(fxx + 2fxyF + fyyF

2 + 2fxfy + 2f 2
yF )

= fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + fyyyF

3 + 3(fyyfxF + fxyfx + fyyfyF
2 + fxyfyF )

+
3

4
(fxxfy + 2fxyfyF + fyyfyF

2 + 2fxf
2
y + 2f 3

yF )

= fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + fyyyF

3 + 3fyyfxF + 3fxyfx +
9

2
fxyfyF

+
3

4
fxxfy +

15

4
fyyfyF

2 +
3

2
fxf

2
y +

3

2
f 3
yF (3.17)

である。よって、

2(k2,3 + k3,3)
1

23
+ k4,3 = (

4

23
+ 1)F ′′′(x0) =

3

2
F ′′′(x0) (3.18)

となる。すなわち、

2k2 + 2k3 + k4 = 4F (x+
1

2
h) + F (x+ h) +O(h4) (3.19)

である。以上より、(2.20)が示された。
ただし、

F (x+
1

2
h) =

1

2
(k2 + k3) +O(h3), (3.20)

F (x+ h) =
1

2
k4 +O(h3), (3.21)

4F (x+
1

2
h) + F (x+ h) = 2k2 + 2k3 + k4 +O(h4) (3.22)

であることに注意せよ。シンプソン公式から 4次のルンゲ・クッタ法 (すなわち各種の係数)が導
出された、というよりは、後者は前者によって解釈できる、と理解した方が良い。一般にニュー
トン・コーツの公式から高次のルンゲ・クッタ法を導出することはできなそうに思える。

4 ルンゲ・クッタ法の導出
ルンゲ・クッタ法の導出する。そのために、一般的に

ki = f(x0 + cih, y0 + hdi), di =
4∑

j=1

aijkj, (4.1)

∆y = h

4∑
i=1

biki (4.2)

とおき、

∆y = y(x0 + h)− y0 +O(h5) (4.3)
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となるように aij, bi, ciを決める。いま、

ki =
3∑

n=0

1

n!
ki,nh

n +O(h4) (4.4)

と置くと、まず、

ki,0 = F (x0, y0), (4.5)

ki,1 = fxci + fy
∑
j

aijF (4.6)

である。これより、
4∑

i=1

bi = 1, (4.7)

4∑
i=1

bici =
1

2
, (4.8)

4∑
i=1

bic̃i =
1

2
, c̃i :=

4∑
j=1

aij (4.9)

である。
さて、

ki = F (x0) + (fxci + fydi)h+
1

2
(c2i fxx + 2fxycidi + fyyd

2
i )h

2

+
1

6
(fxxxc

3
i + 3fxxyc

2
i di + 3fxyyd

2
i + fyyyd

3
i )h

3 +O(h4) (4.10)

である。いま、

di = Di + hd
(1)
i +

h2

2
d
(2)
i +O(h3) (4.11)

と置くと、

ki,2 = c2i fxx + 2fxyciDi + fyyD
2
i + 2fyd

(1)
i , (4.12)

ki,3 = fxxxc
3
i + 3fxxyc

2
iDi + 3fxyyD

2
i + fyyyD

3
i + 6fxycid

(1)
i + 6fyyDid

(1)
i + 3fyd

(2)
i (4.13)

である。ここで、

Di = F
4∑

j=1

aij = F c̃i, (4.14)

d
(1)
i =

4∑
j=1

aijkj,1

=
4∑

j=1

aij(fxcj + fyF c̃j), (4.15)
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d
(2)
i =

4∑
j=1

aijkj,2

=
4∑

j=1

aij[c
2
jfxx + 2fxyFcj c̃j + fyyF

2c̃2j + 2fy

4∑
k=1

ajk(fxck + fyF c̃k)] (4.16)

である。よって、

ki,2 = c2i fxx + 2fxyFcic̃i + fyyF
2c̃2i +

4∑
j=1

2aij(fxfycj + f 2
yF c̃j) (4.17)

である。一方、

F ′′(x) = fxx + 2fxyF + fxfy + f 2
yF + fyyF

2 (4.18)

である。よって、
4∑

i=1

bic
2
i =

1

3
, (4.19)

4∑
i,j=1

bicic̃i =
1

3
, (4.20)

4∑
i=1

bic̃
2
i =

1

3
, (4.21)

4∑
i,j=1

biaijcj =
1

6
, (4.22)

4∑
i,j=1

biaij c̃j =
1

6
(4.23)

を得る。
ki,3は、

ki,3 = fxxxc
3
i + 3fxxyFc2i c̃i + 3fxyyF

2c̃2i + fyyyF
3c̃3i

+
4∑

j=1

ciaij(6cjfxyfx + 6c̃jfxyfyF ) +
4∑

j=1

6aij(c̃icjfyyfxF + c̃ic̃jfyyfyF
2)

+
4∑

j=1

aij[3c
2
jfxxfy + 6cj c̃jfxyfyF + 3c̃2jfyyfyF

2 +
4∑

k=1

6ajk(ckfxf
2
y + c̃kf

3
yF )] (4.24)

である。一方、

F ′′′(x) = fxxx + 3fxxyF + 3fxyyF
2 + 3fxyfx + 5fxyfyF + fxxfy

+ 3fyyfxF + 4fyyfyF
2 + fxf

2
y + f 3

yF + fyyyF
3 (4.25)
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である。よって、以下の条件を得る：
4∑

i=1

bic
3
i =

1

4
, (4.26)

4∑
i=1

bic
2
i c̃i =

1

4
, (4.27)

4∑
i=1

bicic̃
2
i =

1

4
, (4.28)

4∑
i=1

bic̃
3
i =

1

4
, (4.29)

4∑
i,j=1

biaijcicj =
1

8
, (4.30)

4∑
i,j=1

(biaijcic̃j + biaijcj c̃j) =
5

24
, (4.31)

4∑
i,j=1

biaijc
2
j =

1

12
, (4.32)

4∑
i,j=1

biaij c̃icj =
1

8
, (4.33)

4∑
i,j=1

(2biaij c̃ic̃j + biaij c̃
2
j) =

1

3
, (4.34)

4∑
i,j,k=1

biaijajkck =
1

24
, (4.35)

4∑
i,j,k=1

biaijajkc̃k =
1

24
. (4.36)

いま、

c̃i =
4∑

j=1

aij = ci (4.37)

を課す。独立な条件は以下である：
4∑

i=1

bi = 1, (4.38)

4∑
i=1

bici =
1

2
, (4.39)

4∑
i=1

bic
2
i =

1

3
, (4.40)
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(4.41)

4∑
i,j=1

biaijcj =
1

6
, (4.42)

4∑
i=1

bic
3
i =

1

4
, (4.43)

4∑
i,j=1

biaijcicj =
1

8
, (4.44)

4∑
i,j=1

biaijc
2
j =

1

12
, (4.45)

4∑
i,j,k=1

biaijajkck =
1

24
. (4.46)

ルンゲ・クッタ法はこれの解である。また、クッタの 3/8公式と呼ばれる以下も解である：

∆y =
k1 + 3k2 + 3k3 + k4

8
h+O(h5), (4.47)

k1 = f(x0, y0), (4.48)

k2 = f(x0 +
1

3
h, y0 +

1

3
k1h), (4.49)

k3 = f(x0 +
2

3
h, y0 + (k2 −

1

3
k1)h), (4.50)

k4 = f(x0 + h, y0 + (k3 − k2 + k1)h). (4.51)

これはシンプソンの 3/8公式に対応する。

5 多変数の場合
多変数の場合

dyA

dx
= fA(x, y) (A = 1, · · · , n) (5.1)

である。yα = (y0, yA) = (x, yA)とすると、
dyα

dx
= fα(y) (α = 0, · · · , n), f 0 = 1 (5.2)

となる。まず、
dfα

dx
= fα

βf
β (5.3)

である。ここで、fα
β = ∂βf

αである。またアインシュタインの縮退を使う。次に、
d2fα

dx2
= fα

βγf
βfγ + fα

βf
β
γf

γ (5.4)
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である。3階微分は、
d3fα

dx3
= fα

βγδf
βfγf δ + 2fα

βγf
β
δf

γf δ

+ fα
βδf

β
γf

γf δ + fα
βf

β
γδf

γf δ + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ

= fα
βγδf

βfγf δ + 3fα
βγf

β
δf

γf δ + fα
βf

β
γδf

γf δ + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ (5.5)

である。
いま、

kα
i = fα(y0 + hdi), dαi =

s∑
j=1

aijk
α
j , (5.6)

∆yα = h
s∑

i=1

bik
α
i (5.7)

とおき、
∆yα = yα(x0 + h)− yα0 +O(h5) (5.8)

となるように aij, biを決める。以下、

ci :=
s∑

j=1

aij (5.9)

とする。また、

dαi = Dα
i + hEα

i +
h2

2
Gα

i +O(h3), (5.10)

kα
i =

3∑
n=0

kα
i,n

n!
hn +O(h4) (5.11)

とする。このとき、
Dα

i = cif
α(y0) (5.12)

である。さて、

kα
i = fα(y0) + hfα

β(y0)d
β
i +

h2

2
fα

βγ(y0)d
β
i d

γ
i +

h3

6
fα

βγδ(y0)d
β
i d

γ
i d

δ
i +O(h4) (5.13)

であるから、まず、
kα
i,0 = fα(y0), (5.14)

kα
i,1 = fα

β(y0)cif
β(y0) (5.15)

である。よって、
s∑

i=1

bi = 1, (5.16)

s∑
i=1

bici =
1

2
(5.17)
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を得る。次に、

kα
i,2 = c2i f

α
βγf

βfγ + 2fα
βE

β
i (5.18)

である。ここで、

Eβ
i =

s∑
j=1

aijk
β
j,1

=
s∑

j=1

aijcjf
β
γf

γ (5.19)

であるから、

kα
i,2 = c2i f

α
βγf

βfγ +
s∑

j=1

2aijcjf
α
βf

β
γf

γ (5.20)

であり、
s∑

i=1

bic
2
i =

1

3
, (5.21)

s∑
i,j=1

biaijcj =
1

6
(5.22)

を得る。
さて、ki,3は、

kα
i,3 = c3i f

α
βγδf

βfγf δ + 3fα
βG

β
i + 6fα

βγD
β
i E

γ
i (5.23)

であり、

Gβ
i =

s∑
j=1

aijk
β
j,2

=
s∑

j=1

aijc
2
jf

β
γδf

γf δ +
s∑

j,k=1

2aijajkckf
β
γf

γ
δf

δ (5.24)

なので、

kα
i,3 = c3i f

α
βγδf

βfγf δ

+
s∑

j=1

3aijc
2
jf

α
βf

β
γδf

γf δ +
s∑

j,k=1

6aijajkckf
α
βf

β
γf

γ
δf

δ

+
s∑

j=1

6ciaijcjf
α
βγf

γ
δf

βf δ (5.25)
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である。よって、
s∑

i=1

bic
3
i =

1

4
, (5.26)

s∑
i,j=1

biaijcicj =
1

8
, (5.27)

s∑
i,j=1

biaijc
2
j =

1

12
, (5.28)

s∑
i,j,k=1

biaijajkck =
1

24
(5.29)

を得る。
なお、

d4fα

dx4
= fα

βγδεf
βfγf δf ε + 3fα

βγδf
β
εf

γf δf ε

+ 3fα
βγεf

β
δf

γf δf ε + 3fα
βγf

β
δεf

γf δf ε + 3fα
βγf

β
δf

γ
εf

δf ε + 3fα
βγf

β
δf

δ
εf

γf ε

+ fα
βεf

β
γδf

γf δf ε + fα
βf

β
γδεf

γf δf ε + 2fα
βf

β
γδf

γ
εf

δf ε

+ fα
βεf

β
γf

γ
δf

δf ε + fα
βf

β
γεf

γ
δf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δεf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ
εf

ε

= fα
βγδεf

βfγf δf ε + 6fα
βγδf

β
εf

γf δf ε + 4fα
βγf

β
δεf

γf δf ε

+ 3fα
βγf

β
δf

γ
εf

δf ε + 4fα
βγf

β
δf

δ
εf

γf ε + fα
βf

β
γδεf

γf δf ε

+ 3fα
βf

β
γδf

γ
εf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δεf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ
εf

ε (5.30)

であり、9タイプの項が現れる。5階微分には 20タイプの項が現れる [2]。
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