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Abstract

5次のルンゲ・クッタ法の条件を求める。

Contents

1 4次まで 1

2 5次 4

1 4次まで
常微分方程式

dyA

dx
= fA(x, y) (A = 1, · · · , n) (1.1)

を考える。yα = (y0, yA) = (x, yA)とすると、
dyα

dx
= fα(y) (α = 0, · · · , n), f 0 = 1 (1.2)

となる。まず、
dfα

dx
= fα

βf
β (1.3)

である。ここで、fα
β = ∂βf

αである。またアインシュタインの縮退を使う。次に、

d2fα

dx2
= fα

βγf
βfγ + fα

βf
β
γf

γ (1.4)

である。3階微分は、
d3fα

dx3
= fα

βγδf
βfγf δ + 2fα

βγf
β
δf

γf δ

+ fα
βδf

β
γf

γf δ + fα
βf

β
γδf

γf δ + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ

= fα
βγδf

βfγf δ + 3fα
βγf

β
δf

γf δ + fα
βf

β
γδf

γf δ + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ (1.5)
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である。
いま、

kα
i = fα(y0 + hdi), dαi =

s∑
j=1

aijk
α
j , (1.6)

∆yα = h

s∑
i=1

bik
α
i (1.7)

とおき、

∆yα = yα(x0 + h)− yα0 +O(h6) (1.8)

となるように aij, biを決める。以下、

ci :=
s∑

j=1

aij (1.9)

とする。また、

dαi = Dα
i + hEα

i +
h2

2
Gα

i +
h3

6
Hα

i +O(h4), (1.10)

kα
i =

4∑
n=0

kα
i,n

n!
hn +O(h5) (1.11)

とする。このとき、

Dα
i = cif

α(y0) (1.12)

である。さて、

kα
i = fα(y0) + hfα

β(y0)d
β
i +

h2

2
fα

βγ(y0)d
β
i d

γ
i +

h3

6
fα

βγδ(y0)d
β
i d

γ
i d

δ
i +O(h4) (1.13)

であるから、まず、

kα
i,0 = fα(y0), (1.14)

kα
i,1 = cif

α
β(y0)f

β(y0) (1.15)

である。よって、
s∑

i=1

bi = 1, (1.16)

s∑
i=1

bici =
1

2
(1.17)

を得る。次に、

kα
i,2 = c2i f

α
βγf

βfγ + 2fα
βE

β
i (1.18)
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である。ここで、

Eβ
i =

s∑
j=1

aijk
β
j,1

=
s∑

j=1

aijcjf
β
γf

γ (1.19)

であるから、

kα
i,2 = c2i f

α
βγf

βfγ +
s∑

j=1

2aijcjf
α
βf

β
γf

γ (1.20)

であり、
s∑

i=1

bic
2
i =

1

3
, (1.21)

s∑
i,j=1

biaijcj =
1

6
(1.22)

を得る。
ki,3は、

kα
i,3 = c3i f

α
βγδf

βfγf δ + 3fα
βG

β
i + 6fα

βγD
β
i E

γ
i (1.23)

であり、

Gβ
i =

s∑
j=1

aijk
β
j,2

=
s∑

j=1

aijc
2
jf

β
γδf

γf δ +
s∑

j,k=1

2aijajkckf
β
γf

γ
δf

δ (1.24)

なので、

kα
i,3 = c3i f

α
βγδf

βfγf δ

+
s∑

j=1

3aijc
2
jf

α
βf

β
γδf

γf δ +
s∑

j,k=1

6aijajkckf
α
βf

β
γf

γ
δf

δ

+
s∑

j=1

6ciaijcjf
α
βγf

γ
δf

βf δ (1.25)
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である。よって、
s∑

i=1

bic
3
i =

1

4
, (1.26)

s∑
i,j=1

biaijcicj =
1

8
, (1.27)

s∑
i,j=1

biaijc
2
j =

1

12
, (1.28)

s∑
i,j,k=1

biaijajkck =
1

24
(1.29)

を得る。

2 5次
まず、

d4fα

dx4
= fα

βγδεf
βfγf δf ε + 3fα

βγδf
β
εf

γf δf ε

+ 3fα
βγεf

β
δf

γf δf ε + 3fα
βγf

β
δεf

γf δf ε + 3fα
βγf

β
δf

γ
εf

δf ε + 3fα
βγf

β
δf

δ
εf

γf ε

+ fα
βεf

β
γδf

γf δf ε + fα
βf

β
γδεf

γf δf ε + 2fα
βf

β
γδf

γ
εf

δf ε

+ fα
βεf

β
γf

γ
δf

δf ε + fα
βf

β
γεf

γ
δf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δεf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ
εf

ε

= fα
βγδεf

βfγf δf ε + 6fα
βγδf

β
εf

γf δf ε + 4fα
βγf

β
δεf

γf δf ε

+ 3fα
βγf

β
δf

γ
εf

δf ε + 4fα
βγf

β
δf

δ
εf

γf ε + fα
βf

β
γδεf

γf δf ε

+ 3fα
βf

β
γδf

γ
εf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δεf

δf ε + fα
βf

β
γf

γ
δf

δ
εf

ε (2.1)

である。
ki,4は、

ki,4 = c4i f
α
βγδεf

βfγf δf δ + 12c2i f
α
βγδE

β
i f

γf δ + 12fα
βγE

β
i E

γ
i

+ 12cif
α
βγG

β
i f

γ + 4fα
βH

β
i (2.2)

と書ける。ここで、

Hβ
i =

s∑
j=1

aijk
β
j,3

=
s∑

j=1

aij

(
c3jf

β
γδεf

γf δf ε +
s∑

k=1

3ajkc
2
kf

β
γf

γ
δεf

δf ε

+
s∑

k,l=1

6ajkaklclf
β
γf

γ
δf

δ
εf

ε +
s∑

k=1

6cjajkckf
β
γεf

γ
δf

δf ε
)

(2.3)
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である。よって、

ki,4 = c4i f
α
βγδεf

βfγf δf δ + 12c2i

s∑
j=1

aijcjf
α
βγδf

β
γf

γfγf δ

+ 12
( s∑

j=1

aijcj

)2

fα
βγf

β
δf

γ
εf

δf ε

+
s∑

j=1

12aijcic
2
jf

α
βεf

β
γδf

γf δf ε +
s∑

j,k=1

24ciaijajkckf
α
βεf

β
γf

γ
δf

δf ε

+
s∑

j=1

aij

(
4c3jf

α
βf

β
γδεf

γf δf ε +
s∑

k=1

12ajkc
2
kf

α
βf

β
γf

γ
δεf

δf ε

+
s∑

k,l=1

24ajkaklclf
α
βf

β
γf

γ
δf

δ
εf

ε +
s∑

k=1

24cjajkckf
α
βf

β
γεf

γ
δf

δf ε
)

(2.4)

である。よって、以下の条件を得る：
s∑

i=1

bic
4
i =

1

5
, (2.5)

s∑
i,j=1

biaijc
2
i cj =

1

10
, (2.6)

s∑
i=1

bi

( s∑
j=1

aijcj

)2

=
1

20
, (2.7)

s∑
i,j=1

biaijcic
2
j =

1

15
, (2.8)

s∑
i,j=1

biaijc
3
j =

1

20
, (2.9)

s∑
i,j,k=1

biciaijajkck =
1

30
, (2.10)

s∑
i,j,k=1

biaijajkc
2
k =

1

60
, (2.11)

s∑
i,j,k=1

biaijajkcjck =
1

40
, (2.12)

s∑
i,j,k,l=1

biaijajkaklcl =
1

120
. (2.13)

なお、d5fα

dx5 からは 20タイプの項が現れる [1, 2]。
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