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Abstract

このノートでは、論文 [1, 2]の解説を試みる。それは、回転波近似の量子マスター方程
式は特異摂動論で理解できるというものである。§ 1では特異摂動論を解説する。この節で
は一般的な場合ではなく、§ 2を扱うのに十分な場合を解説した。§ 2では§ 1の理論を量子
開放系に応用する。付録Aでは特異摂動論を調和振動子に応用する。
なお、量子マスター方程式についての予備知識は [3]程度で良い。
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1 特異摂動論
微分方程式

dx

dt
= Fx+ εGx, ε ≪ 1 (1.1)

を考える。F , Gは線形作用素で、F は対角化可能で、その固有値の実部は 0以下であるとす
る。上の方程式の解を、

x = x(0) + εx(1) + ε2x(2) + · · · (1.2)

とすると、

dx(0)

dt
= Fx(0), (1.3)

dx(i)

dt
= Fx(i) +Gx(i−1) (i = 1, 2, · · · ) (1.4)

となる。 x(0)(0) = yとして、

x(0) = eFty (1.5)

である。x(i) = eFty(i)とすると、

FeFty(i) + eFtdy
(i)

dt
= FeFty(i) +Gx(i−1),

dy(i)

dt
= e−FtGx(i−1) (1.6)

となるから、

y(i) = Ci +

∫ t

0

ds e−FsGx(i−1)(s) , Ci = y(i)(0) (1.7)

となる。よって、

y(1) = C1 +

∫ t

0

ds e−FsGeFsy, (1.8)

y(2) = C2 +

∫ t

0

ds e−FsGeFs
[
C1 +

∫ s

0

du e−FuGeFuy
]

(1.9)

である。
今、

R̂1•
def
= lim

T→∞

1

T

∫ T

0

ds e−FsGeFs•, (1.10)

û(1)(t)• def
=

∫ t

0

ds [e−FsGeFs • −R̂1•] (1.11)
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とする。さらに、k = 2, 3, · · · に対して、

R̂k•
def
= lim

T→∞

1

T

∫ T

0

ds
[
e−FsGeFsû(k−1)(s) • −

k−1∑
i=1

û(i)(s)R̂k−i •
]
, (1.12)

û(k)(t)• def
=

∫ t

0

ds
[
e−FsGeFsû(k−1)(s) • −

k−1∑
i=1

û(i)(s)R̂k−i • −R̂k •
]

(1.13)

とする。このとき、C1 = 0として、

y(1) =

∫ t

0

ds e−FsGeFsy = û(1)(t)y + (R̂1y)t (1.14)

となり、k = 2, 3, · · · に対して、Ck = 0として、

y(k) = û(k)(t)y +
[
R̂ky +

k−1∑
i=1

û(i)(t)R̂k−iy
]
t+O(t2) (1.15)

となる [4]。このとき、摂動解 xnaive(t, y)は、

xnaive(t, y) = eFtynaive(t, y), (1.16)

ynaive(t, y) = y +
∞∑
k=1

εkû(k)(t)y +
∞∑
k=1

εk
[
R̂ky +

k−1∑
i=1

û(i)(t)R̂k−iy
]
t+O(t2) (1.17)

である。ynaive(t, y) = y + εy(1)(t) + ε2y(2)(t) + · · · である。
初期時刻を τ とすると、{y(i)}i=1,2,···は、

y(i) = Ci(τ) +

∫ t

τ

ds e−FsGx(i−1)(s) , Ci(τ) = y(i)(τ), (1.18)

y(1) = C1(τ) +

∫ t

τ

ds e−FsGeFsy, (1.19)

y(2) = C2(τ) +

∫ t

τ

ds e−FsGeFsy(1)(s) (1.20)

とも書ける。yは e−Fτx(0)(τ)である。{Ck(τ)}k=1,2,···を上手く選ぶと (y+εy(1)(t)+ε2y(2)(t)+· · · )
は、

ynaive(t, τ, y) = y +
∞∑
k=1

εkû(k)(t)y +
∞∑
k=1

εk
[
R̂ky +

k−1∑
i=1

û(i)(t)R̂k−iy
]
(t− τ)

+O
(
(t− τ)2

)
(1.21)

となる。{Ck(τ)}k=1,2,···はこのように、永年項が t = τ で消えるように選ぶ。{Ck(τ)}k=1,2,···の
効果は、非摂動解 yにくりこむことができる。 ynaive(t, τ, y)は t = τ 付近での (単純)摂動解で
ある。
yを τ の関数に格上げし、

xnaive(t, τ, y(τ)) = eFtynaive(t, τ, y(τ)) (1.22)
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とし、

xnaive(t, τ, y(τ))

dτ

∣∣∣
τ=t

= 0 (1.23)

で y(τ)を決める1) [4]。大域的に (つまり長時間)もっともらしい解は、

xRG(t)
def
= xnaive(t, t, y(t)) = eFt

[
y(t) +

m∑
k=1

εkû(k)(t)y(t)
]
+O(εm+1) (1.24)

である。y(t)の方程式は、

(
1 +

∞∑
k=1

εkû(k)(t)
)dy
dt

−
∞∑
k=1

εk
[
R̂k +

k−1∑
i=1

û(i)(t)R̂k−i

]
y(t) = 0 (1.25)

である。ここで、

∞∑
k=1

εk
[
R̂k +

k−1∑
i=1

+û(i)(t)R̂k−i

]
=
(
1 +

∞∑
k=1

εkû(k)(t)
) ∞∑

n=1

εnR̂n (1.26)

なので、

dy

dt
=

∞∑
k=1

εkR̂ky(t) (1.27)

となる。m次までの近似で、

dy

dt
=

m∑
k=1

εkR̂ky(t) (1.28)

である [4]。

1)これは、初期時刻の異なるいくつもの単純摂動解たちを (その包絡線で)つなげるイメージである [1, 2, 4]。
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2 量子開放系：量子マスター方程式
注目系 Sと熱浴Bが弱く結合する系を考える。全系のハミルトニアンは、

H = H0 + εH1 , H0 = HS +HB (2.1)

である。H1は相互作用ハミルトニアンであり、εは微小である。全系の状態 ρ(t)の方程式は、

dρ(t)

dt
= (−iĤ0 − iεĤ1)ρ(t), (2.2)

Ĥ0•
def
= [H0, •] , Ĥ1•

def
= [H1, •] (2.3)

である。演算子A(t)の相互作用描像での演算子AI(t)を、

AI(t)
def
= e−iĤ0tA(t) (2.4)

すると、y, y(k)に対応するのは ρI(t)である。
ここで、

y = ρIS ⊗ ρB (2.5)

を仮定する。また、前節の R̂kyをRk(y)と書く。このとき、

R1(y) = −i lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ds [HI
1 (s), ρ

I
S ⊗ ρB] (2.6)

である。ρBにエルゴード性を仮定すると、

R1(y) = r1(ρ
I
S)⊗ ρB , r1(ρ

I
S) = TrB[R1(y)] (2.7)

である [1]。以下では、

r1(ρ
I
S) = 0 (2.8)

(2.9)

を仮定する。また、

R2(y) = − lim
T→∞

1

T

∫ T

0

ds

∫ s

0

du
[
HI

1 (s), [H
I
1 (u), ρ

I
S ⊗ ρB]

]
(2.10)

となる。ρBのエルゴード性から

R
(1)
2 (y) = r2(ρ

I
S)⊗ ρB , r2(ρ

I
S, τ) = TrB[R

(1)
2 (y)] (2.11)

を得る [1]。
y(t) = ρIS(t)⊗ ρBの方程式は、

d

dt
ρIS(t)⊗ ρB = ε2r2(ρ

I
S(t))⊗ ρB (2.12)
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すなわち、

dρIS(t)

dt
= ε2r2(ρ

I
S(t))

= −ε2 lim
T→∞

1

T

∫ T

t

ds

∫ s

t

du TrB

([
HI

1 (s), [H
I
1 (u), ρ

I
S(t)⊗ ρB]

])
(2.13)

である2)。これは回転波近似 (RWA)の量子マスター方程式である3) ! この解を ρI,RWA
S (t)と書く。

ρI(t)の摂動解は、

ρInaive(t, τ, ρ
I
S) = ρIS ⊗ ρB − iε

∫ t

0

ds [HI
1 (s), ρ

I
S ⊗ ρB]

+ε2
{
−
∫ t

0

ds
(
r2(ρ

I
S)⊗ ρB +

∫ s

0

du
[
HI

1 (s), [H
I
1 (u), ρ

I
S ⊗ ρB]

])
+(t− τ)r2(ρ

I
S)⊗ ρB

}
+O(ε3) (2.14)

となる。よって、(1.24)は、

ρIRG(t) = ρI,RWA
S (t)⊗ ρB − iε

∫ t

0

ds [HI
1 (s), ρ

I,RWA
S (t)⊗ ρB]

−ε2
∫ t

0

ds
(
r2(ρ

I,RWA
S (t))⊗ ρB +

∫ s

0

du
[
HI

1 (s), [H
I
1 (u), ρ

I,RWA
S (t)⊗ ρB]

])
(2.15)

となる。これより、

TrB[ρ
I
RG(t)] = ρI,RWA

S (t)

−ε2
∫ t

0

ds
(
r2(ρ

I,RWA
S (t)) +

∫ s

0

du TrB

{[
HI

1 (s), [H
I
1 (u), ρ

I,RWA
S (t)⊗ ρB]

]})
(2.16)

を得る。

2)積分の下端を tとしたが、r2(•)は tによらない。ここで •は注目系の、時間によらない演算子である。
3)

dρIS(t)

dt
= −ε2

1

T

∫ t+T

t

ds

∫ s

t

du TrB

([
HI

1 (s), [H
I
1 (u), ρ

I
S(t)⊗ ρB ]

])
は coarse-graining approximation [3]である。これは T → ∞で RWAとなる。
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A 減衰振動子
減衰振動子

d2x

dt2
+ ε

dx

dt
+ x = 0 , ε ≪ 1 (A.1)

を考える。これは、

dx

dt
= p ,

dp

dt
= −x− εp (A.2)

となる。今、

X
def
=

(
x

p

)
(A.3)

とすると、

dX

dt
= FX + εGX, (A.4)

F =

(
0 1

−1 0

)
, G =

(
0 0

0 −1

)
(A.5)

である。§ 1の手法で、ε2までで、

xRG(t) = A exp
(
− εt

2

)
sin
([

1− ε2

8

]
t+ θ

)
(A.6)

となる [1, 2]。厳密解は、

x(t) = A exp
(
− εt

2

)
sin
([

1− ε2

4

]1/2
t+ θ

)
(A.7)

である。
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