
∑n
k=1 xk > 1となる最小のnの期待値

中嶋 慧

平成 29年 1月 22日

1 解

x1, x2, · · · はそれぞれ 0から 1の間で一様分布する。

Xn
def
=

n∑
k=1

xk > 1 (1.1)

となる最小の nの期待を求める。
上の nがN である確率 PN を求める。χ[X]をX が真なら 1, 偽なら 0の関数とすると、

Pn =

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 · · ·

∫ 1

0
dxn χ[Xn−1 ≤ 1]χ[Xn > 1]

=

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 · · ·

∫ 1

0
dxn−1 χ[Xn−1 ≤ 1]Xn−1. (1.2)

よって、

Pn+1 =

∫ 1

0
dx1 · · ·

∫ 1

0
dxn χ[Xn ≤ 1]Xn. (1.3)

今、

yk =
√
xk (1.4)

とすると、Xn = y21 + · · ·+ y2n

Pn+1 =

∫ 1

0
dy1 · · ·

∫ 1

0
dyn 2ny1y2 · · · ynχ[y21 + · · ·+ y2n ≤ 1](y21 + · · ·+ y2n). (1.5)

今、

r2
def
= y21 + · · ·+ y2n (1.6)

とすると、

y1 = r sin θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2 cos θ0, (1.7)

y2 = r sin θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2 sin θ0, (1.8)

y3 = r cos θ1 sin θ2 sin θ3 · · · sin θn−2, (1.9)

y4 = r cos θ2 sin θ3 · · · sin θn−2, (1.10)

y5 = r cos θ3 · · · sin θn−2, (1.11)

· · ·
yn−1 = r cos θn−3 sin θn−2, (1.12)

yn = r cos θn−2, (1.13)

0 ≤ θ0 ≤ 2π, 0 ≤ θi ≤ π (i = 1, · · · , n− 2). (1.14)
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よって、

n∏
k=1

yk = rn
n−2∏
i=0

sini+1 θi cos θi. (1.15)

また、

n∏
k=1

dyk = rn−1drdθ0

n−2∏
i=1

sini θidθi. (1.16)

0 ≤ yk ≤ 1かつ r ≤ 1は、

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θi ≤
π

2
(i = 0, 1, · · · , n− 2) (1.17)

に対応する。よって、

Pn+1 = 2n
∫ 1

0
dr r2n+1

n−2∏
i=0

∫ π
2

0
dθi sin2i+1 θi cos θi

= 2n
∫ 1

0
dr r2n+1

n−2∏
i=0

∫ 1

0
dzi z

2i+1
i

= 2n
1

2(n+ 1)

n−2∏
i=0

1

2(i+ 1)

=
n

(n+ 1)!
(n = 1, 2, · · · ). (1.18)

つまり、

Pn =
n− 1

n!
(n = 1, 2, · · · ). (1.19)

∞∑
n=1

Pn =

∞∑
n=2

n− 1

n!

=
d

dx

ex − 1− x

x

∣∣∣
x=1

= 1. (1.20)

また、

⟨n⟩ =
∞∑
n=2

nPn

=

∞∑
n=2

1

(n− 2)!

= e. (1.21)

モーメント母関数は、

G(χ)
def
= ⟨einχ⟩

=
∞∑
n=2

n− 1

n!
einχ. (1.22)
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今、

g(χ)
def
=

∞∑
n=0

1

n!
einχ = exp(eiχ) (1.23)

とすると、

g(χ)

eiχ
=

∞∑
n=0

1

n!
ei(n−1)χ, (1.24)

∞∑
n=0

n− 1

n!
ei(n−1)χ =

d

d(iχ)

g(χ)

eiχ

= g(χ)− g(χ)e−iχ, (1.25)
∞∑
n=0

n− 1

n!
einχ = g(χ)eiχ − g(χ), (1.26)

G(χ) = g(χ)eiχ − g(χ) + 1

= exp(eiχ)(eiχ − 1) + 1. (1.27)

よって、G(0) = 1および、

⟨n⟩ =
d

d(iχ)

∣∣∣
χ=0

exp(eiχ)(eiχ − 1)

=
[
exp(eiχ)(e2iχ − eiχ) + exp(eiχ)eiχ

]
χ=0

= e. (1.28)

また、

⟨n2⟩ =
d2

d(iχ)2

∣∣∣
χ=0

exp(eiχ)(eiχ − 1)

=
d

d(iχ)

∣∣∣
χ=0

[
exp(eiχ)e2iχ

]
=

[
exp(eiχ)e3iχ + 2 exp(eiχ)e2iχ

]
χ=0

= 3e. (1.29)

よって、

σ =
√

⟨n2⟩ − ⟨n⟩2

=
√
(3− e)e = 0.87509 · · · . (1.30)

2 似た問題

x1, x2, · · · はそれぞれ 0から 1の間で一様分布する。

r2n
def
=

n∑
k=1

x2k > 1 (2.1)

となる最小の nの期待を求める。
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上の nがN である確率 PN を求める。

Pn =

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 · · ·

∫ 1

0
dxn χ[r2n−1 ≤ 1]χ[r2n > 1]

=

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 · · ·

∫ 1

0
dxn−1 χ[r2n−1 ≤ 1]

∫ 1

0
dxn χ[1− r2n−1 ≤ x2n ≤ 1]

=

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 · · ·

∫ 1

0
dxn−1 χ[r2n−1 ≤ 1](1−

√
1− r2n−1). (2.2)

よって、

Pn+1 =

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 · · ·

∫ 1

0
dxn−1 χ[r2n ≤ 1](1−

√
1− r2n)

=

∫ 1

0
dr rn−1(1−

√
1− r2)

∫ π
2

0
dθ0

n−2∏
i=1

∫ π
2

0
dθi sini θi. (2.3)

ここで、 ∫ 1

0
dr rn−1(1−

√
1− r2) =

1

n
−
∫ 1

0
dr rn−1

√
1− r2. (2.4)

r = sin θとすると、dr = cos θdθ,
√
1− r2 = cos θなので、∫ 1

0
dr rn−1

√
1− r2 =

∫ π
2

0
dθ sinn−1 θ cos2 θ

=

∫ π
2

0
dθ (sinn−1 θ − sinn+1 θ)

=

√
π

2

[ Γ(n/2)

Γ([n− 1]/2 + 1)
− Γ(n/2 + 1)

Γ([n+ 1]/2 + 1)

]
=

√
π

2

Γ(n/2)

Γ([n+ 1]/2)

[
1− n

n+ 1

]
=

√
π

2

Γ(n/2)

Γ([n+ 1]/2)

1

n+ 1
. (2.5)

ここで、 ∫ π
2

0
dθ sinn θ =

√
π

2

Γ(n/2 + 1/2)

Γ(n/2 + 1)
(2.6)

を用いた。また、

n−2∏
i=1

∫ π
2

0
dθi sini θi =

n−2∏
i=1

√
π

2

Γ(i/2 + 1/2)

Γ(i/2 + 1)

=
πn/2−1

2n−2

1

Γ(n/2)
(2.7)

よって、

Pn+1 =
[ 1
n
−

√
π

2

Γ(n/2)

Γ([n+ 1]/2)

1

n+ 1

]πn/2

2n−1

1

Γ(n/2)

=
[πn/2

2n−1

1

nΓ(n/2)
− πn/2+1/2

2n
1

(n+ 1)Γ([n+ 1]/2)

]
=

[πn/2

2n
1

Γ(n/2 + 1)
− πn/2+1/2

2n+1

1

Γ([n+ 1]/2 + 1)

]
(n = 1, 2, · · · ). (2.8)

4



また、P1 = 0. 今、

qn
def
=

πn/2

2n
1

Γ(n/2 + 1)
(2.9)

とすると、

Pn = qn−1 − qn. (2.10)

よって、

∞∑
n=2

Pn = q1 =
π1/2

2

1

Γ(3/2)
= π1/2 1

Γ(1/2)
= 1. (2.11)

Mathematicaによると、

⟨n⟩ = e
π
4 (1 + Erf(

√
π

2
)) = 3.92577. (2.12)

ここで、

Erf(x) =
2√
π

∫ x

0
dt e−t2 . (2.13)

また、

σ = 1.68738. (2.14)
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