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Abstract

本記事では確率微分方程式の 2次の弱近似であるPlaten法を解説する。確率微分方程式

dXt = a(Xt)dt+ b(Xt)dWt (0.1)

を以下のように数値的に解く方法が Platen法である：

Yn+1 = Yn +
1

2
(a(Ỹn) + a(Yn))∆t

+
1

4
[b(Y +

n ) + b(Y −
n ) + 2b(Yn)]∆Wn

+
1

4
[b(Y +

n )− b(Y −
n )][(∆Wn)

2 −∆t](∆t)−1/2, (0.2)

Ỹn := Yn + a(Yn)∆t+ b(Yn)∆Wn, (0.3)

Y ±
n := Yn + a(Yn)∆t± b(Yn)

√
∆t. (0.4)

∆Wnはガウス分布N(0,∆t)に従って独立に選ぶ。このとき、g(x) ∈ C6
P に対して、

|E
(
g(YN )

)
− E

(
g(X∆N )

)
| = O((∆t)2) (0.5)

である。ここで、Cn
P の元 gは n階連続微分可能であり、gとその導関数が高々多項式的に

増加する。
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文献 [1]を参考に Platen法を解説する。

1 伊藤テーラー展開
Xt = (X1

t , · · · , Xd
t )が確率微分方程式

dXk
t = ak(t,Xt)dt+

m∑
j=1

bk,j(t,Xt)dW
j
t (k = 1, · · · , d) (1.1)

に従うとする。W j
t はWiener過程である。このとき、伊藤公式は以下で与えられる：

f(τ,Xτ ) = f(ρ,Xρ) +

∫ τ

ρ

dt L0f(t,Xt) +
m∑
j=1

∫ τ

ρ

dt Ljf(t,Xt)dW
j
t , (1.2)

L0 :=
∂

∂t
+

d∑
k=1

ak
∂

∂Xk
+

1

2

d∑
k,l=1

m∑
j=1

bk,jbl,j
∂2

∂Xk∂X l
, (1.3)

Lj :=
d∑

k=1

bk,j
∂

∂Xk
. (1.4)

以下では次の公式を解説する：
伊藤テーラー展開� �

f(τ,Xτ ) =
∑
α∈A

Iα[fα(ρ,Xρ)]ρ,τ +
∑

α∈B(A)

Iα[fα(•, X•)]ρ,τ . (1.5)

� �
1.1 多重インデックスと多重伊藤積分

α = (j1, j2, · · · , jl) (ji = 0, 1, · · · ,m) (1.6)

を多重インデックスという。その長さを

l(α) := l (1.7)

とする。vを長さ 0の多重インデックスとする：l(v) := 0. 全ての多重インデックスの集合を
Mとする。l(α) ≥ 0の α ∈ Mに対して、最初のインデックスを除いたものを−α, 最後のイン
デックスを除いたものを α−とする。例えば、

−(1) = v = (1)−,

−(1, 0) = (0), (1, 0)− = (1)

−(0, 1, 2) = (1, 2), (0, 1, 2)− = (0, 1)
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である。2つの多重インデックス α = (j1, j2, · · · , jk)と α′ = (j′1, j
′
2, · · · , j ′l)に対して、

α ∗ α′ := (j1, j2, · · · , jk, j ′1, j ′2, · · · , j ′l) (1.8)

とする。
多重伊藤積分を定義する。vに対して、

Iv[f(•, X•)]ρ,τ := f(τ), (1.9)

Iv[f(t,Xt)]ρ,τ := f(t) (1.10)

とし、α = (j1, j2, · · · , jl), l ≥ 1に対して、

Iα[f(•, X•)]ρ,τ :=

∫ τ

ρ

dW jl
s Iα−[f(•, X•)]ρ,s, (1.11)

Iα[f(t,Xt)]ρ,τ :=

∫ τ

ρ

dW jl
s Iα−[f(t,Xt)]ρ,s (1.12)

とする。ただし、

dW 0
s := ds (1.13)

とする。例えば、

I(0,2,1)[f(•, X•)]ρ,τ =

∫ τ

ρ

dW 1
s3

∫ s3

ρ

dW 2
s2

∫ s2

ρ

ds1 f(s1), (1.14)

I(0,2,1)[f(t,Xt)]ρ,τ = f(t,Xt)I(0,2,1), (1.15)

I(0,2,1) =

∫ τ

ρ

dW 1
s3

∫ s3

ρ

dW 2
s2

∫ s2

ρ

ds1 (1.16)

である。一般に、

Iα := Iα[1]ρ,τ (1.17)

とする。伊藤公式 (1.2)は、

f(τ,Xτ ) = f(ρ,Xρ) +
m∑
j=1

I(j)[L
jf(•, X•)]ρ,τ

= Iv[fv(ρ,Xρ)]ρ,τ +
m∑
j=1

I(j)[f(j)(•, X•)]ρ,τ (1.18)

と書ける。ここで、α = (j1, j2, · · · , jl), l ≥ 1に対して、

fα := Lj1f−α (1.19)

であり、

fv := f (1.20)
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である。
α, α′ ∈ Mの対して、以下の公式が成り立つ：

Iα[fα′(•, X•)]ρ,τ = Iα[fα′(ρ,Xρ)]ρ,τ +
m∑
j=0

I(j)∗α[f(j)∗α′(•, X•)]ρ.τ . (1.21)

(1.18), (1.21)より (1.5)が従う。ただし、AはMの (空でない)部分集合であり、

sup
α∈A

l(α) < ∞, (1.22)

−α ∈ A for∀α ∈ A\{v} (1.23)

である。また、

B(A) := {α ∈ M\A| − α ∈ A} (1.24)

である。特にAとして、

Γβ := {α ∈ M|l(α) ≤ β} (1.25)

が取れる。
なお、f(t,X) = Xkに対して、

f(0) = ak, (1.26)

f(j) = bk,j, (1.27)

f(0,0) = L0ak, (1.28)

f(0,j) = L0bk,j, (1.29)

f(j,0) = Ljak, (1.30)

f(j1,j2) = Lj1bk,j2 (1.31)

であるから、A = Γ2に対する (1.5)より、

Xk
τ = Xk

ρ + akI(0) +
m∑
j=1

bk,jI(j) + L0akI(0,0)

+
m∑
j=1

L0bk,jI(0,j) +
m∑
j=1

LjakI(j,0) +
m∑

j1,j2=1

Lj1bk,j2I(j1,j2)

+R (1.32)

となる。ここで、

R =
∑

α∈B(Γ2)

Iα[fα(•, X•)]ρ,τ (1.33)

は補正項である。特に、

dXk
t = ak(t,Xt)dt+ bk(t,Xt)dWt (1.34)
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に対しては、

Xk
τ = Xk

ρ + akI(0) + bkI(1) +
(
∂ta

k +
∑
l

al∂la
k +

1

2

∑
l,m

blbm∂l∂ma
k
)
I(0,0)

+
(
∂tb

k +
∑
l

al∂lb
k +

1

2

∑
l,m

blbm∂l∂mb
k
)
I(0,1) +

∑
l

bl∂la
kI(1,0) +

∑
l

bl∂lb
kI(1,1) +R

(1.35)

となる。

2 モーメント条件

E(Iα1 · · · Iαl
) := E

( l∏
k=1

Iαk

∣∣∣Aρ

)
, ∆ := τ − ρ (2.1)

と置く (ここでAρは時刻 ρまでの確率過程である)。このとき、

E(I(j)) = 0, (2.2)

E(I(0)) = ∆, (2.3)

E(I(0,0)) =
1

2
∆2, (2.4)

E(I(j1)I(j2)) = ∆δj1j2 , (2.5)

E(I(j1)I(0,j2)) =
1

2
∆2δj1j2 = E(I(j1)I(j2,0)) (2.6)

などである。αの中の 0の数を l0(α)とし、l>(α) := l(α)− l0(α)とすると、

E(Iα1 · · · Iαl
) = O(∆κ), κ =

l∑
k=1

[
1

2
l>(αk) + l0(αk)] (2.7)

である。
さて、確率変数 Îαを導入し、

モーメント条件� �
E(Iα1 · · · Iαl

)− E(Îα1 · · · Îαl
) = O(∆β+1) (l = 1, · · · , 2β + 1) (2.8)

を αk ∈ Γβ\{v}に付いて課す。これをモーメント条件という。� �

5



定理 1� �
Uk
β (τ) :=

∑
α∈Γβ

fk
α(ρ,Xρ)Îα, fk(t,X) := Xk (2.9)

とする。任意の ak, bk,j ∈ C
2(β+1)
P であり、どちらも高々線形的に増加し、モーメント条件が

成り立つとき、任意の g ∈ C
2(β+1)
P に対して、

E
(
g(Xτ )− g(Uβ(τ))|Aρ

)
= O(∆β+1) (2.10)

である。ここで、Cn
P の元 g(ただし、g(X) ∈ R)は n階連続微分可能であり、gとその導関

数が高々多項式的に増加する。また、Xtは時刻 ρでXρからスタートとしたときの確率微
分方程式の解である (これをX

ρ,Xρ

t とも書く)。� �
β = 2に対して、以下のようにするとモーメント条件が成立する：

Î(j) = ∆Ŵ j, (2.11)

Î(0,j) = ∆Ŵ j∆ = Î(j,0), (2.12)

Î(j1,j2) =
1

2
(∆Ŵ j1∆Ŵ j2 + Vj1j2). (2.13)

ここで∆Ŵ jは独立にガウス分布N(0,∆)から選ぶ。Vj1j2は 2値のランダム変数で、
P (Vj1j2 = ±∆) =

1

2
(j2 = 1, · · · , j1 − 1), (2.14)

Vjj = −∆, (2.15)

Vj2j1 = −Vj1j2 (j2 = j1 + 1, · · · ,m) (2.16)

である。
これを (1.32), (1.35)に代入して、

Y k
n+1 = Y k

n + ak∆+
m∑
j=1

bk,j∆W j +
1

2
L0ak∆2

+
1

2

m∑
j=1

(L0bk,j + Ljak)∆W∆

+
1

2

m∑
j1,j2=1

Lj1bk,j2
(
(∆W j1∆W j2 + Vj1j2

)
(2.17)

および、
Y k
n+1 = Y k

n + ak∆+ bk∆W +
1

2

(
∂ta

k +
∑
l

al∂la
k +

1

2

∑
l,m

blbm∂l∂ma
k
)
∆2

+
1

2

(
∂tb

k +
∑
l

al∂lb
k +

1

2

∑
l,m

blbm∂l∂mb
k +

∑
l

bl∂la
k
)
∆W∆

+
∑
l

bl∂lb
k[(∆W )2 −∆] (2.18)

を得る。ただし、時間を間隔∆で離散化した。
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3 Platen法
確率微分方程式

dXk
t = ak(t,Xt)dt+ bk(t,Xt)dWt (3.1)

に対して、
Y k
n+1 = Y k

n +
1

2
(ak(tn+1, Ỹn) + ak(tn, Yn))∆

+
1

4
[bk(tn+1, Y

+
n ) + bk(tn+1, Y

−
n ) + 2bk(tn, Yn)]∆Wn

+
1

4
[bk(tn, Y

+
n )− bk(tn, Y

−
n )][(∆Wn)

2 −∆]∆−1/2, (3.2)

Ỹ k
n := Y k

n + ak(tn, Yn)∆ + bk(tn, Yn)∆Wn, (3.3)

Y ±,k
n := Y k

n + ak(tn, Yn)∆± bk(tn, Yn)
√
∆ (3.4)

とする。これを Platen法という。(3.2)を
Y k
n+1 = Y k

n + γk
n + εkn + θkn, (3.5)

γk
n :=

1

2
(ak(tn+1, Ỹn) + ak(tn, Yn))∆, (3.6)

εkn :=
1

4
[bk(tn+1, Y

+
n ) + bk(tn+1, Y

−
n ) + 2bk(tn, Yn)]∆Wn, (3.7)

θkn :=
1

4
[bk(tn, Y

+
n )− bk(tn, Y

−
n )][(∆Wn)

2 −∆]∆−1/2 (3.8)

と置く。このとき、
γk
n = ak∆+

1

2
∂ta

k∆2 +
1

2

∑
l

al∂la
k∆2 +

1

2

∑
l

bl∂la
k∆Wn∆

+
1

4

∑
l,m

blbm∂l∂ma
k(∆Wn)

2∆+ δγk
n, (3.9)

εkn = bk∆Wn +
1

2
∂tb

k∆Wn∆+
1

2
al∂lb

k∆Wn∆

+
1

4

∑
l,m

blbm∂l∂mb
k∆Wn∆+ δεkn, (3.10)

θkn =
1

2

∑
l

bl∂lb
k[(∆Wn)

2 −∆] + δθkn (3.11)

である。よって、
Y k
n+1 = Y k

n + ak∆+ bk∆Wn +
1

2

(
∂ta

k +
∑
l

al∂la
k
)
∆2 +

1

4

∑
l,m

blbm∂l∂ma
k(∆Wn)

2∆

+
1

2

(
∂tb

k +
∑
l

al∂lb
k +

1

2

∑
l,m

blbm∂l∂mb
k +

∑
l

bl∂la
k
)
∆Wn∆

+
∑
l

bl∂lb
k[(∆Wn)

2 −∆] + Rn, (3.12)

Rn := δγk
n + δεkn + δθkn (3.13)
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となる。
確率微分方程式

dXk
t = ak(t,Xt)dt+

m∑
j=1

bk,j(t,Xt)dW
j
t (k = 1, · · · , d) (3.14)

の場合は、

Y k
n+1 = Y k

n +
1

2
(ak(tn+1, Ỹn) + ak(tn, Yn))∆

+
1

4

m∑
j=1

(
[bk,j(tn+1, R

j
+) + bk,j(tn+1, R

j
−) + 2bk,j(tn, Yn)]

+
∑
r( ̸=j)

[bk,j(tn, U
r
+) + bk,j(tn, U

r
−)− 2bk,j(tn, Yn)]

)
∆W j

n

+
1

4

m∑
j=1

(
[bk,j(tn, R

j
+)− bk,j(tn, R

j
−)][(∆W j

n)
2 −∆]

+
∑
r( ̸=j)

[bk,j(tn, U
r
+)− bk,j(tn, U

r
−)][∆W j

n∆W r
n + Vrj]

)
∆−1/2, (3.15)

とする1) 。ここで、

Ỹ k
n := Y k

n + ak(tn, Yn)∆ +
∑
j

bk,j(tn, Yn)∆W j
n, (3.16)

(Rj
±)

k := Y k
n + ak(tn, Yn)∆± bk,j(tn, Yn)

√
∆, (3.17)

(U r
±)

k := Y k
n ± bk,r(tn, Yn)

√
∆ (3.18)

である。

4 弱近似
定義：弱近似� �

任意の g ∈ C
2(β+1)
P に対して、

E(g(XN∆))− E(g(YN)) = O(∆β) (4.1)

のとき、近似解 Ynは β次の弱近似という。� �

1)文献 [1]では bk,j(t,Xt)が tに陽に依存しない場合が扱われていた。t依存性は間違っているかもしれない。
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定理 2� �
任意の ak, bk,j ∈ C

2(β+1)
P であり、どちらも高々線形的に増加するとする。このとき、条件

E
( l∏

h=1

(Y ph
n+1 − Y ph

n )−
l∏

h=1

δY ph
n |Atn

)
= O(∆β+1), (4.2)

δY ph
n :=

∑
α∈Γβ\{v}

f ph
α (tn, Yn)Iα,tn,tn+1 , (4.3)

f p(t,X) := Xp (4.4)

が全ての nと (p1, · · · , pl) ∈ {1, · · · , d}l, l = 1, · · · , 2β + 1に対して満たされるなら、Ynは
β次の弱近似である。Iα,tn,tn+1は以前の Iαで ρ → tn, τ → tn+1としたものである。� �
(4.2)は、モーメント条件を満たす Îα,tn,tn+1を用いた

Y k
n+1 =

∑
α∈Γβ

fk
α(tn, Yn)Îα,tn,tn+1 (4.5)

については成り立つ。また、プラテン法 (3.2), (3.15)は、β = 2に対して (4.2)を満たす。よっ
てプラテン法は 2次の弱近似である。

5 ある伊藤積分
確率微分方程式

dXk
t = ak(Xt, t) +

m∑
j=1

bk,j(Xt, t)dW
j
t (5.1)

に従う系に置いて、以下の Sα
τ を求めたい：

Sα
τ := E[Zα

τ ], (5.2)

Zα
τ :=

∫ τ

0

m∑
j=1

cα,j(Xt, t)dW
j
t . (5.3)

このとき、

dZα
t =

m∑
j=1

cα,j(Xt, t)dW
j
t (5.4)

であるから (本当？)、(5.1)と (5.4)とを連立して Platen法で解いて、Sα
τ を求めればよい。
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