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1 パフィアンの定義
2n次の反対称行列Ω = (Ωij)を考える。{θi}2ni=1を線形独立な 1形式とし、

η := θ1 ∧ θ2 ∧ · · · ∧ θ2n (1.1)

とする。2形式

ω :=
∑
i<j

Ωijθ
i ∧ θj (1.2)

に対して、

ωn = ω ∧ ω ∧ · · · ∧ ω = n!Pf(Ω)η (1.3)

で行列Ωのパフィアン Pf(Ω)を定義する。

2 Pf(tMΩM) = det(M)Pf(Ω)

M = (M i
j)を 2n次の行列とし、

θ̃i := M i
jθ

j, (2.1)

η̃ := θ̃1 ∧ θ̃2 ∧ · · · ∧ θ̃2n, (2.2)

ω̃ :=
∑
i<j

Ωij θ̃
i ∧ θ̃j (2.3)

とすると、行列式の性質より、

η̃ = det(M)η (2.4)

である。また、

ω̃ =
∑
i<j

Ω̃ijθ
i ∧ θj , Ω̃ := tMΩM (2.5)
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なので、

Pf(Ω̃) = Pf(tMΩM) = det(M)Pf(Ω) (2.6)

を得る。
特に、Ω̃ = Ωなら det(M) = 1である。
正準変換では、J =

(
0n 1n
−1n 0n

)
に対して、tMJM = J を満たす行列M が現れる。これは

det(M) = 1を満たす。
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