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Abstract

xを純八元数, qを単位八元数とすると、x′ = R(q)x
def
= qxq∗ は純八元数で、xを回転さ

せたものであることをまず示す。R(q∗)はR(q)の逆回転である。R(q2)R(q1)も 7次元回転
である。ただし、八元数の非結合性より、

R(q3)[R(q2)R(q1)] ̸= [R(q3)R(q2)]R(q1) , R(q2)R(q1) ̸= R(q2q1) (0.1)

である。また、一般の 7次元回転は 21個のパラメーターで記述されるが、R(q)は 7つのパ
ラメーターしか含まない。
次に、鏡映変換を使うことで、八元数を用いて、一般の SO(8)回転が記述できることを

示す。
この記事の最後では、以下のことを示す。e0 = 1とし、{ek}7k=1を八元数の虚数単位と

する。このとき、

eµeν = fλ
µνeλ (µ, ν, λ = 0, 1, · · · , 7) (0.2)

と書き、(Γµ)
λ
ν

def
= fλ

µν で行列 Γµを定めると、

ΓiΓk + ΓkΓi = −2δik18 (0.3)

となる。

Contents

1 八元数を使った回転 2

1.1 八元数の復習 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2 回転R(q)x
def
= qxq∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 8次元の鏡映 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.4 一般の 8次元回転 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.5 四元数による 3次元回転 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 八元数の構造定数とガンマ行列 7

2.1 Γiがガンマ行列ならば (a, b, c) = −(a, c, b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2 (a, b, c) = −(b, a, c)ならば Γiはガンマ行列 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1



1 八元数を使った回転

1.1 八元数の復習

Oを八元数の集合, Im(O)を純八元数の集合とする。e0 = 1とし、{ek}7k=1を八元数の虚数単
位とする。x ∈ O, v ∈ Im(O)は、

x = xµeµ , v = viei (xµ, vi ∈ R) (1.1)

と書かれる。この記事では、特に断りのない限り、ギリシャ小文字の添え字は 0, 1, · · · , 7を表
し、ラテン小文字の添え字は 1, 2, · · · , 7を表す。虚数単位の積は、

eiek = f l
ikel − δik (1.2)

であり、flik
def
= f l

ikは完全反対称である。特に、1になるのは、

f123, f145, f176, f246, f257, f347, f365 (1.3)

である。また、

Re(x)
def
= x0, (1.4)

Im(x)
def
= xiei =: x (1.5)

とする。xを (x0,x)と書くと、

xy = (x0y0 − x · y, x0y + y0x+ x× y) , x× y
def
= f l

ikx
iykel (1.6)

となる。ここで、x · y = xiyiである。これより、

Re(xy) = Re(yx) (1.7)

である。xの共役を、

x∗ = x0 − xiei = 2Re(x)− x (1.8)

とする。このとき、

(xy)∗ = y∗x∗ (1.9)

である。特に、

xx∗ = x∗x = (x0)2 + xixi (1.10)

である。八元数 xのノルム |x|を、

|x| def
=

√
xx∗ =

√
x∗x (1.11)

で定める。ただし、ノルムが 1の八元数を単位八元数という。単位八元数の集合をUnit(O)と
書く。v ∈ Im(O)のとき、

ev = cos |v|+ v

|v|
sin |v| ∈ Unit(O) (1.12)
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である。
八元数は非結合的である。つまり、

(a, b, c)
def
= (ab)c− a(bc) ̸= 0 (1.13)

である。(a, b, c)を結合子という。ただし、

(aa)b = a(ab), (1.14)

(ab)b = a(bb), (1.15)

(ab)a = a(ba)(=: aba) (1.16)

である。これらと (1.8)より、

(a∗a)b = a∗(ab), (1.17)

(ab)b∗ = a(bb∗), (1.18)

(ab)a∗ = a(ba∗)(=: aba∗) (1.19)

である。(1.14), (1.15), (1.16)はそれぞれ、

(a, b, c) = −(b, a, c), (1.20)

(a, b, c) = −(a, c, b), (1.21)

(a, b, c) = −(c, b, a) (1.22)

と等価である。(1.14), (1.15), (1.16)より、

(ab)(ca) = a(bc)a (1.23)

を得る。また、上式と (1.8)より

(ab)(ca∗) = a(bc)a∗ (1.24)

を得る。

1.2 回転R(q)x
def
= qxq∗

x ∈ Im(O), q ∈ Unit(O)に対して、

R(q)x
def
= qxq∗ (1.25)

とする。(1.19)より、この積は順番によらない。また、

Re[R(q)x] = Re[q∗qx] = Re[x] = 0 (1.26)

より、R(q)x ∈ Im(O)である。また、(1.8)と x∗ = −xより、

(qxq∗)∗ = qx∗q∗ (1.27)
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である。また、

⟨x, y⟩ def
= Re(xy∗) (1.28)

とすると、

⟨R(q)x,R(q)y⟩ = Re[(qxq∗)(qy∗q∗)]

= Re[q(xq∗)(qy∗)q∗]

= Re[q∗q(xq∗)(qy∗)]

= Re[(xq∗)(qy∗)]

= Re[(qy∗)(xq∗)]

= Re[q(y∗x)q∗]

= Re[q∗q(y∗x)]

= Re[y∗x]

= Re[xy∗]

= ⟨x, y⟩ (1.29)

である。よって、R(q)xは xを回させたものである。

R(q)x = [ρ(q)]ikx
kei (1.30)

と書くと、

[ρ(q)]ik ∈ SO(7) (1.31)

である。一般の 7次元回転は 21個のパラメーターで記述されるが、R(q)は 7つのパラメーター
しか含まない。よって、

ρ(Unit(O)) ⊊ SO(7) (1.32)

である1) 。
R(q2)R(q1)xも xを回転させたものである。一般に回転の合成は回転となる。しかし、八元
数の非結合性より、

R(q3)[R(q2)R(q1)] ̸= [R(q3)R(q2)]R(q1), (1.33)

R(q2)R(q1) ̸= R(q2q1) (1.34)

1)なお、四元数の場合は、SO(3), SO(4)の任意の回転を表すことができる (4次元回転については [1]を参照)。
SO(3)の任意の回転を表すことができるのは、

3C2 = 3

であることによる。八元数では、

7C2 = 21 ̸= 7

である。また、四元数で SO(4)の任意のを表すことができるのは、

4C2 = 6 = 3 + 3

による。
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である。ただし、

R(q∗)R(q) = 1 = R(q)R(q∗) (1.35)

である。実際、

R(q∗)R(q)x = q∗(qxq∗)q

= (q∗(qx))(q∗q)

= q∗(qx)

= (q∗q)x

= x (1.36)

である。

1.3 8次元の鏡映

一般の SO(n)回転は偶数回の鏡映で表すことができる。この小節では、八元数を使って 8次
元の鏡映が記述できることを見る。よって、八元数を使って一般の SO(8)回転が記述できる。
x ∈ O, n ∈ Unit(O)とする。8次元ベクトル xの、nを法線とする面での鏡映は、

x′ def
= x− 2⟨n, x⟩n (1.37)

である。これが、

x′ = −nx∗n (1.38)

と書けることを示そう (x ∈ Im(O)なら−x∗ = xである) 。x = (x0,x)と書く (x = Im(x)であ
る)と、(1.6)より、

nx∗ = (⟨n, x⟩,−n0x+ x0n+ x× n), (1.39)

nx∗n = (x′0,x′), (1.40)

x′0 = ⟨n, x⟩n0 + n0x · n− x0n · n
= −|n|2x0 + 2⟨n, x⟩n0, (1.41)

x′ = −(n0)2x+ n0x0n+ n0x× n+ ⟨n, x⟩n− n0x× n+ (x× n)× n

= −(n0)2x+ n0x0n+ ⟨n, x⟩n+ (x× n)× n (1.42)

である。また、(1.15)は、

(x× n)× n = (x · n)n− (n · n)x (1.43)

と等価であるから、

x′ = −|n|2x+ 2⟨n, x⟩n (1.44)

となる。よって (1.38)が示された。
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1.4 一般の8次元回転

鏡映 2回で回転となる。今、

M [n]x
def
= −nx∗n (1.45)

とすると、

M [m](M [n]x) = −m(−nx∗n)∗m

= m(n∗xn∗)m (1.46)

であり、これは回転である。任意の SO(8)回転は偶数回の鏡映で記述される。また、

M [n](M [n]x) = n(n∗xn∗)n

= (n(n∗x))(n∗n)

= x (1.47)

となる。

1.5 四元数による3次元回転

xを純四元数, n, mを純四元数の単位四元数とすると、

M [m](M [n]x) = (mn)x(mn)∗ = (−mn)x(−mn)∗ (1.48)

となる。ここで、四元数の結合性を用いた。SO(3)の任意の回転は上のように表すことができ
る。今、nとmのなす角を θとすると、

−mn = cos θ + ε sin θ = exp(εθ), (1.49)

ε
def
=

n×m

|n×m|
(1.50)

となる。よって、

qxq∗ , q
def
= exp(εθ) (1.51)

は任意の SO(3)回転を表すことができる。§ 1.2の議論は、これを八元数に拡張できないことを
表している。
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2 八元数の構造定数とガンマ行列
今、

eµeν = fλ
µνeλ (2.1)

と置くと、

f 0
ik = −δik , fµ

0ν = δµν = fµ
ν0 = δµν (2.2)

である。今、

(Γµ)
λ
ν

def
= fλ

µν (2.3)

で行列 Γµを定めると、Γiは交代行列である：

tΓi = −Γi. (2.4)

また、

ΓiΓk + ΓkΓi = −2δik18 (2.5)

である [2]。これは、

(a, b, c) = −(b, a, c) (2.6)

より従うことを以下で示す。また、(2.5)より、

(a, b, c) = −(a, c, b) (2.7)

が従うことを以下で示す。

2.1 Γiがガンマ行列ならば (a, b, c) = −(a, c, b)

まず、(2.5)ならば (2.7)であることを示す。
結合子は、

(eµ, eν , eλ) = fα
µνeαeλ − fα

νλeµeα

= (fα
µνf

β
αλ − fα

νλf
β
µα)eβ

= εβµνλeβ (2.8)

であり、µ, ν, λの 1つ以上が 0なら εβµνλ = 0である。ここで、

fα
νλf

β
µα = (ΓµΓν)

β
λ (2.9)
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であり、

fα
ikf

β
αl = fa

ikf
β
al + f 0

ikf
β
0l

= −fa
ikf

β
la + f 0

ikf
β
0l

= −(ΓlΓi)
β
k + 2f 0

ikf
β
0l

= −(ΓlΓi)
β
k − 2δikδ

β
l (2.10)

である。よって、

εβikl = −(ΓlΓi)
β
k − (ΓiΓk)

β
l − 2δikδ

β
l (2.11)

であり、

εβikl + εβilk = −({Γl,Γi})βk − ({Γi,Γk})βl − 2δikδ
β
l − 2δilδ

β
k (2.12)

となり、(2.5)より、

εβikl + εβilk = 0 (2.13)

となる。これは (2.7)と等価である。

2.2 (a, b, c) = −(b, a, c)ならばΓiはガンマ行列

今、x = xµeµに対して、

−→x = t(x0, x1, · · · , x7) (2.14)

とし、

−→ax = ω(a)−→x (2.15)

で行列 ω(a)を定める。ω(a)の成分は、

ax = aµxνeµeν

= aµxνfλ
µνeλ (2.16)

より、

[ω(a)]λν = aµfλ
µν (2.17)

である。よって、

ω(a) = aµΓµ (2.18)

である。
さて、(2.6)より、

(ab)x− a(bx) = −(ba)x+ b(ax) (2.19)
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であり、これより、

ω(ab)− ω(a)ω(b) = −ω(ba) + ω(b)ω(a) (2.20)

を得る [3]。よって、

ω(ab) + ω(ba) = ω(a)ω(b) + ω(b)ω(a) (2.21)

である。a, bを純八元数とすると、

ω(ab) + ω(ba) = ω(ab+ ba)

= ω(−2aibi)

= −2aibi18 (2.22)

である。また、

ω(a)ω(b) + ω(b)ω(a) = aibk{Γi,Γk} (2.23)

である。よって、

{Γi,Γk} = −2δik18 (2.24)

を得る。
(a, b, c) = −(a, c, b)と (a, b, c) = −(b, a, c)とは等価である2)。よって、{Γi,Γk} = −2δik18は

(a, b, c) = −(a, c, b), (a, b, c) = −(b, a, c)と等価である。

2)前者は a× (a× b) = (a · b)a− (a · a)b と等価で、後者は (b× a)× a = (b · a)a− (a · a)b と等価である。
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