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Abstract

一般相対論以外の重力の見方, 捉え方を紹介し、特に重力のゲージ理論を解説する。
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この記事では光速度は 1とする。また、ディラック定数 ℏ[=プランク定数 /(2π)]も 1とする。

本記事の構成
まず、§1で重力場の 3つの見方について説明する。そのうちの 1つの、重力のゲージ理論に
ついて、この記事では詳しく解説する。§2では、準備として通常のゲージ理論を解説する。§
3では、準備として、一般相対論について解説する。§4では重力のゲージ理論を解説する。§5
では共変正準形式を解説し、§4の重力のゲージ理論への応用についてコメントする。付録Aで
は、テンソルの共変微分とリーマン曲率テンソルについて解説する。付録Bでは、遠隔平行重
力について補足の解説をする。

前提知識
この記事では、微分形式についての基本的な知識は仮定した。また、電磁場のラグランジュ
形式の知識もある方が望ましい。一般相対論については、一般相対性原理とアインシュタイン
方程式を知っている方が望ましい。

1 重力場の見方, 捉え方
この節では、重力場の以下の 3つの見方について説明する：

1. 一般相対論

2. 非幾何学的重力理論 (ファインマン重力 [1, 2], 平坦時空上の重力理論 [3–5], masslessで
spin 2の場の理論 [6–9])

3. 重力のゲージ理論 [5, 10–22]

一般相対論 (スピノール場がない場合) 1) では、計量テンソル gµν(または多脚場)が基本変数
だと考える。gµνが重力のポテンシャルだと考える。重力場の運動方程式 (アインシュタイン方
程式)は、ラグランジアン密度

LEH =
1

2κ
R (1.1)

から導かれる (これをアインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアンと呼ぶ)。ここで、Rは
リーマン接続に対するスカラー曲率 (付録A)である。κはアインシュタイン定数である。
非幾何学的重力理論では、平坦な時空の上の対称 2階テンソル hµν が重力を表す。ミンコフ
スキー計量 ηµνと hµνとの和 gµν := ηµν + hµνが、一般相対論の計量テンソルに対応する。スピ
ノール場 (ディラック場)がない場合は、重力場のラグランジアン密度はLEHとなる2)。

1)スピノール場がない場合は、一般相対論は一意だが、スピノール場がある場合は§3に述べるように一意では
ない。

2)スピノール場がある場合は [9]のように任意性があるようである。
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重力のゲージ理論には様々なものがある。重力をゲージ理論の視点で捉えたのは内山 [11]が
最初である。彼はスピン接続 ωa

b(1形式である。§2を参照)がローレンツ群のゲージ場である事
を指摘した。内山は、ωa

bは独立変数でなく、多脚場 θaで表されるとした (計量テンソルは、

g
◦

abθ
a ⊗ θb = gµνdx

µ ⊗ dxν , g
◦

ab := diag(−1, 1, 1 · · · , 1) (1.2)

と書ける。1形式 θaが与えられたとき、この式によって計量テンソルを定義していると考える
こともできる)。一方で、ωa

bが独立な変数であると考えることも可能であり、その場合、ポアン
カレゲージ理論 (§4.3, Poincaré gauge theory)のラグランジアンが自然だと思われる。中野 [12]

は θaを並進群のゲージ場と捉えた ( [20], [23]第 11章, [6]第 5章も参照3)4) )。そして、重力場
のラグランジアンは dθaの 2次形式であると考えた。林と白藤 [13]はポアンカレ群のゲージ理
論を考え、θaを並進 (群)のゲージ場, ωa

bを回転 (ローレンツ群)のゲージ場と考え、θa, ωa
bが

両方独立変数だとした ( [5]や [23]第 11章も参照)。内山から林, 白藤まで歴史は [14]が詳しい。
ポアンカレ群のゲージ理論としては別のもの [15, 16]も考えられる。
本記事の以下では、重力のゲージ場を詳しく解説していく。

Teleparallel gravity

§3.3で解説する一般相対論は、捩率 (§2.4)を手で 0と置いたものである。一方、曲率 (§2.4)
を手で 0と置いたものが遠隔平行重力 (teleparallel gravity) [17]である (これは並進群のゲージ
理論ともみなせる)。新一般相対論 (new general relativity) [18]はその特別な場合である。遠隔
平行重力はアインシュタインは 1928年の統一場理論に起源をもつ。

文献
拙著 [10]では電磁場,ゲージ場,一般相対論,内山の一般ゲージ理論 [11]を解説した。文献 [19]

は重力のゲージ理論の、解説付きの論文集である。文献 [21]は非常に広いクラスの重力のゲー
ジ理論のレビュー論文である。文献 [23]の第 11章のGeneral gauge theoryは、この記事で紹
介する内部対称性のゲージ理論 (§2)だけでなく、並進や超対称変換にも使える。

3)次のことが言えると思う：
1. 多脚場は並進のゲージ場である。
2. 超対称変換は超空間の並進である。
3. 超重力では超対称変換を局所化する。
4. よって、超重力では超空間の多脚場の成分に gravitinoが現れる。

Gravitinoは超対称変換のゲージ場である ( [23]第 11章, [6]第 5章)。
4)なぜ並進のゲージ場である多脚場が計量テンソルと関係するのか？多脚場 (や計量テンソル)と物質やゲージ

場との結合の仕方は何で決まるのか？
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2 ゲージ理論
この記事の以下では、拙著 [10]を参考にしている。
この節では、重力のゲージ理論を捉える準備として、通常のゲージ理論を概観する。

2.1 場のラグランジュ形式
まず、場のラグランジュ形式について復習する。
場の組 {ψA}の作用は、

S =

∫
V

dDx L , L :=
√
−gL(ψA(x), ∂µψ

A(x)) (2.1)

と書ける。Dは時空の次元であり、gは計量テンソル gµνの行列式である。(1.2)の θaを θaµdx
µ

と書くと、√
−g = det(θaµ)とも書ける。

2.2 共変微分
この小節では、ゲージ理論の基本的概念である共変微分を解説する。
ラグランジアン密度 (L =

√
−gL)が、ある場の量の組 ψA

Ξの大域的変換5)

ψ′A
Ξ(x) = T A

B(ε)ψ
B
Ξ(x) (2.2)

で不変だと仮定する。ΞはA以外のラベルで、上の変換に関与しない添え字である。以下では
これを省略する。T は6)ある線形リー群Gの表現である。ただし、ε = {εr}r=1,··· ,nは実パラメー
ターの組で、すべての rに対して εr = 0のときが恒等変換に対応する。微小変換は、

δψA := ψ′A − ψA = εr(Gr)
A
Bψ

B (2.3)

である。ただし、Grは群Gのリー代数の基底の表現である。Grの交換関係は、

[Gr,Gs] := GrGs −GsGr = f t
rsGt (2.4)

となる。f t
rs(= −f t

sr)は構造定数である。
(2.2)の局所的変換を考える。このとき、L(ψA, ∂µψ

A)はもはや不変ではない。そこで、

(Dµψ)
A := ∂µψ

A + (Aµ)
A
Bψ

B (2.5)

という量を導入し、Aµを以下の変換則が成り立つように決める：

(D′
µψ

′)A := ∂µψ
′A + (A′

µ)
A
Bψ

′B = T A
B(ε(x))(Dµψ)

B. (2.6)

5)変換のパラメーターが時空点によらないとき大域的変換といい、時空点によるとき局所的変換という。
6)T は TA

B を (A,B)成分とする行列である。
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ここで、ψ′A = T A
B(ε(x))ψ

B である。このとき、L(ψA, (Dµψ)
A)は局所変換で不変である。こ

こで、L(ψA, (Dµψ)
A)は、もとのラグランジアン密度 L(ψA, ∂µψ

A)の第 2引数を共変微分で置
き換えたものである。(2.6)より、

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µT · T−1 (2.7)

を得る。上式の右辺第 2項はGrの線形結合なので、Aµもそうであると仮定する：
Aµ = Ar

µGr. (2.8)

このとき、
(Dµψ)

A = ∂µψ
A + Ar

µ(Gr)
A
Bψ

B (2.9)

となる。Ar
µがゲージ場である (線形リー群Gのゲージ場とも呼ばれる)。

微分形式での共変微分は、
(Dψ)A := dψA + Ar(Gr)

A
B ∧ ψB (2.10)

である。ψAは (2.2)の ψA
Ξに対応する微分形式である。

2.3 ゲージ場の曲率
ゲージ場の曲率について解説する。これはゲージ場の強さとも呼ばれ、U(1)群のゲージ場 (電
磁ポテンシャル)の場合は、電場と磁場に相当する。
一般のゲージ場の曲率は、

F r
µν := ∂µA

r
ν − ∂νA

r
µ + f r

stA
s
µA

t
ν (2.11)

と定義される。行列
Fµν := F r

µνGr = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ,Aν ] (2.12)

は、
F ′

µν = TFµνT
−1 (2.13)

と変換される。微小変換では、
F ′r

µν = F r
µν + εtf r

tsF
s
µν (2.14)

となる。
ゲージ場の 1形式は、

Ar := Ar
µdx

µ (2.15)

である。ゲージ場の曲率の 2形式は、
F r :=

1

2
F r

µνdx
µ ∧ dxν (2.16)

で定義され、
F r = dAr +

1

2
f r

stA
s ∧ At (2.17)

となる。
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2.4 捩率と曲率
この小節では、重力を記述するために必要な捩率と曲率を解説する。
ローレンツ変換

θ′a = Λa
bθ

b (2.18)

で計量は不変である。ここで、Λa
bは、

Λc
ag

◦

cdΛ
d
b = g

◦

ab (2.19)

を満たす。微小変換Λa
b = δab + εabでは εab = −εbaとなる。多脚場 θaの共変微分は、

Θa := dθa + ωa
b ∧ θb (2.20)

となる。ここで、ωa
bはローレンツ群のゲージ場であり、ωab = −ωbaを満たす。ωa

bはスピン接
続とも呼ばれる (内山場と呼ぶべきかも知れない)。2形式Θaを捩率と呼ぶ。また、捩率が 0に
なるような ωa

bをAa
bと書き、レビ=チビタ接続と呼ぶ：

dθa + Aa
b ∧ θb = 0. (2.21)

ωa
bの曲率は、

Ωa
b := dωa

b + ωa
c ∧ ωc

b (2.22)

であり、これは曲率形式と呼ばれる。以下では曲率とは Ωa
bのことである。また、レビ=チビ

タ接続に対する曲率を、

Ra
b := dAa

b + Aa
c ∧ Ac

b (2.23)

と書く。
捩率と曲率の変換則は、

Θ′a = Λa
bΘ

b, (2.24)

Ω′a
b = Λa

c(Λ
−1)dbΩ

c
d (2.25)

である。後者は (2.13)から得られる。
捩率と曲率を、

Θa =
1

2
T a

bcθ
b ∧ θc, (2.26)

Ωa
b =

1

2
F a

bcdθ
c ∧ θd, (2.27)

Ra
b =

1

2
Ra

bcdθ
c ∧ θd (2.28)

と展開し、

Fab := F c
acb, F := F a

a, Rab := Rc
acb, R := Ra

a, Ta := T b
ab (2.29)
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と置く。一般にローレンツ添え字を 3つ持つ 0形式Xabcに対して、Xa := Xb
abとする。なお、

dθa =
1

2
∆a

bcθ
b ∧ θc , ωab = ωabcθ

c (2.30)

と置くと、

ωabc = Aabc +Kabc, (2.31)

Aabc :=
1

2
(∆cba +∆abc +∆bca), (2.32)

Kabc := −1

2
(Tcba + Tabc + Tbca) (2.33)

となる [10]。

2.5 ゲージ場のラグランジアン形式
ゲージ場のラグランジアンについて解説する。
ラグランジアン形式

L := Lη (2.34)

を導入すると、作用は、

S =

∫
V

L (2.35)

である。η(= ∗1)は体積形式である7) 。
SU(n)のゲージ場のラグランジアン形式は、

− 1

2k
κrsF

r ∧ ∗F s (2.36)

の形で、ゲージ不変なものである。例えば κrsとしてはキリング形式 κrs = −fu
rvf

v
suが選べる。

ゲージ場 ωa
bのラグランジアン形式としては、より多くのタイプのものがあり得る。一般相

対論のように、ωa
bが独立変数でない場合には、そのラグランジアンはないと言える。一方、ωa

b

が独立変数だとすると、そのラグランジアン形式は曲率の 2次式であると考えるのが自然であ
る。そのようなもとして、

LF (θ
a,Ωab) = (b1FabcdF

abcd + b2FabcdF
cdab + b3FabcdF

bcad

+b4FabF
ab + b5FabF

ba + b6F
2)η (2.37)

が一般的である。biは定数である。
7)p形式 ω = ωµ1···µp

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp のホッジ双対は、

∗ω =
1

r!
E

µ1···µp
ν1···νD−pωµ1···µp

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνD−p

である (テンソル添え字は gµν とその逆行列 gµν で上げ下げする。ミンコフスキー添え字 (θaの aや ωa
bの a, bな

ど)は g
◦

abとその逆行列 gab
◦ で上げ下げする)。ここで、Eµ1···µD

は完全反対称で、E01···d =
√
−g = det(θaµ) であ

る (d = D − 1)。
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2.6 オイラー・ラグランジュ方程式
この小節では、共変微分で書かれた微分形式のオイラー・ラグランジュ方程式を導く。

微分形式の微分形式による微分
p形式 β (p = 0, 1, · · · , D)が微分形式の組 {αi}i=1,··· ,kで表されていると仮定する。もし変分

δαiの下で βの変分が、

δβ = δαi ∧ ωi (2.38)

のように書けるとき、ωiを βの αiによる微分といい、
∂β

∂αi
:= ωi (2.39)

と書く。

オイラー・ラグランジュ方程式
微分形式で書かれたオイラー・ラグランジュ方程式を導く。
ラグランジアン形式 Lは、微分形式の組 ψとその外微分 dψで表されるとする：

L = L(ψ, dψ). (2.40)

簡単のため、ψは 1つの p形式とする。作用の変分は、

δS =

∫
V

[L(ψ + δψ, d(ψ + δψ))− L(ψ, dψ)]

=

∫
V

(δψ ∧ ∂L

∂ψ
+ dδψ ∧ ∂L

∂dψ
) (2.41)

である。右辺第 2項は、

dδψ ∧ ∂L

∂dψ
= d

(
δψ ∧ ∂L

∂dψ

)
− (−1)pδψ ∧ d ∂L

∂dψ
(2.42)

と書けるので、オイラー・ラグランジュ方程式は、
∂L

∂ψ
− (−1)pd

∂L

∂dψ
= 0 (2.43)

である。
以下では共変微分で書かれた微分形式のオイラー・ラグランジュ方程式を解説する。この小
節の以下を飛ばしても、§4.3までは読むことができる。
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共役形式の共変微分
ϕAを p形式とする。pはラベルAに依存してもよい。今、場の変換 ϕ′A = fA(ϕB) を考える。
ただし、

JA
B :=

∂fA

∂ϕB (2.44)

が存在し、0でない成分は 0形式と仮定する。つまり、変換後の p形式の場が、変換前の p形
式の場だけで表されると仮定する。JA

Bは場に依存しても良いとする。更に、JA
Bの逆行列KA

B
が存在し、外微分可能と仮定する。また、ラグランジアン形式Lは場の変換で不変だと仮定す
る。例えば、ゲージ変換はこの条件を満たす。このとき、ϕAの共役形式

πA :=
∂L

∂dϕA (2.45)

は、

π′
A = KB

AπB (2.46)

と変換する ( [10]の (C.1.11))。
よって、ψAの共役形式 πAの共変微分は、

DπA = dπA − Ar(Gr)
B
A ∧ πB (2.47)

である8) 。ゲージ場は微小ゲージ変換で、

δAr = εsf r
stA

t − dεr (2.48)

と変換するので、Arの共役形式 πrは、

δπr = f s
rtε

tπs (2.49)

と変換する。よって、πrの共変微分は、

Dπr = dπr + f s
rtA

t ∧ πs (2.50)

である。

共変微分で書かれたオイラー・ラグランジュ方程式
ψAの微分が共変微分DψAの形でのみラグランジアン形式に含まれなら、

πA =
∂L

∂DψA
(2.51)

となる。LはψAとゲージ場を合わせた形のラグランジアン形式である。従って、オイラー・ラ
グランジュ方程式は、

∂L

∂ψA
− (−1)pD

∂L

∂DψA
= 0 (2.52)

8)ψA がラグランジアンに含まれない場合でも、(2.3)と変換する量の共変微分は (2.10)で定義される。
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となることを示すことができる。同様に、もしもゲージ場のラグランジアン形式がArを含ま
ず、dArは F rの形でのみ含まれるとき、ゲージ場のオイラー・ラグランジュ方程式は、

∂L

∂Ar
+D

∂L

∂F r
= 0 (2.53)

となることを示すことができる。

2.7 統一場理論とゲージ理論
この節ではゲージ理論の歴史について述べる [10, 24]。この節は読み飛ばすこともできる。
1915年に、アインシュタインの一般相対論が完成した。これは、計量や接続 (平行移動)や曲
率テンソルといった、幾何学的な言葉で定式化された。一方、当時、重力場以外に知られてい
る場の理論は電磁場の理論のみであった。電磁場の定式化には計量, 接続, 曲率といった幾何学
的な言葉は使われておらず、重力場とは異質に見えた9) 。そこで、重力場と電磁場の両方を幾
何学的な言葉で定式化できないだろうか？という疑問が生じた。この定式化を試みた理論を (ま
たはそれらの理論の総称を)統一場理論という。
最初の統一場理論として、ワイルのゲージ理論が現れた。これは平行移動の概念を拡張し、
平行移動によってベクトルの大きさも変化するとしたものである。平行移動による大きさの変
化を特徴づける量として、電磁場 (と同定されるもの)が現れる：アフィン接続は、

Γσ
µν =

{
σ

µν

}
+

1

2
gσλ(φµgλν + φνgλµ − φλgµν) (2.54)

となる。第 1項はリーマン接続に対するアフィン接続で、クリストッフェル記号 (A.30)である。
φµが電磁場と同定される。
また、ワイルは、理論がゲージ変換 (gauge = 基準寸法 = 規格)と呼ばれる、計量の局所的
変換に対して共変的だと仮定した。このゲージ変換が、電磁場の「ゲージ変換」や「ゲージ理
論」の名前の由来である。
ワイルのゲージ理論には欠点があったが、ゲージ不変性や、理論に現れるスケール因子が、
量子力学の研究を通して再解釈され、ゲージ原理という概念へと発展した。ゲージ原理は、物
質場の位相の局所変換に対する共変性を要請することで、電磁場と物質場との相互作用の形が
自動的に決まるというものである。
ところで、1921年にカルツァ、1926年に独立にO. クラインによって、カルツァ・クライン
理論と呼ばれる 5次元の統一場理論が発表された。また、フォックも独立に、クラインとほぼ
同時に、同様の 5次元理論を研究した。クラインとフォックの動機は量子力学の研究であり、ハ
ミルトン・ヤコビ的な視点から 5次元の統一場理論に達したようである。この理論では計量テ
ンソル

g
◦

abθ
a ⊗ θb + θ4 ⊗ θ4 , θ4 = dx4 + A (2.55)

9)完成したゲージ理論では、ゲージ場は数学では接続と呼ばれるようであり、ゲージ理論は幾何学的であると言
える。
また、本記事の以下では、電磁場と対応する U(1)群のゲージ場を電磁場と呼ぶ (これはよく 4元ポテンシャル

や電磁ポテンシャルと呼ばれる)。
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を考える。Aは電磁場に対応する10)。
カルツァ・クライン理論に続いて、5次元をどうにか避ける試みがいくつもなされたが、そ
れらはその後の発展にとって、あまり重要ではなかった。また、その外にも様々な統一場理論
が考えられたが、その後の物理や数学の発展に重要だったのは、最初の 2つの統一場理論であ
るワイルのゲージ理論とカルツァ・クライン理論であった。なお、1928年のアインシュタイン
の遠隔平行性に基く統一場理論は、teleparallel gravityの起源である。
湯川秀樹の中間子論の後に、核力についての研究が盛んになった。この核力の研究の中で、
初期のゲージ理論が生まれた。O. クラインの 1938年の理論は、カルツァ・クライン理論を拡
張した奇妙な理論であり、奇跡的に SU(2)ゲージ場の強さが現れた。この理論は長い間忘れら
れていて、その後のゲージ理論の発展には影響しなかった。
1953年頃になると、ゲージ原理を核力の場合に、つまり、非可換ゲージ場の場合に拡張しよ
うとする試みが同時に複数の研究者によってなされた：

• W. Pauli(SO(3), 1953年, 未発表)

• C. N. YangおよびR. Mills(SU(2), 1954年)

• R. Shaw(SU(2), 1955年)

• 内山龍雄 (一般の線形リー群, 重力場も含む, 発表は 1956年) [11]。

パウリのゲージ理論は、核力についての研究が動機であるが、カルツァ・クライン理論の高次元
(6次元)版をもとにしていた。Shawおよびヤン・ミルズのものは、アイソスピン 2重項に対す
る SU(2)ゲージ理論であった。Shawの理論は SU(2)に特化していたが、ヤン・ミルズ (1954年
10月 1日出版)のものは一般の線形リー群の場合に拡張可能な形であった。内山龍雄の 1954 年
1月にはほぼ完成していた理論は、一般の線形リー群についてのゲージ理論であり、ローレン
ツ群に対するゲージ場として重力場をも含むものだった。内山は発表が遅れたため、ヤン・ミ
ルズにプライオリティを取られてしまったが、内山の不変変分論の視点は非常に興味深く、教
育的だと思われる。
統一場理論と、それからゲージ理論へ至る道については [24]が詳しい。
ここでいつくか (なんとなく)思ったことを言いたい：

• ゲージ理論は統一場理論である。

• ゲージ理論は重力理論であり、重力理論はゲージ理論である。

• 重力のゲージ理論は、統一場理論の延長ともみなせる。

• 重力のゲージ理論こそが、重力理論の自然な発展の仕方である。

10)大雑把に言うと、ワイル理論ではスピン接続と電磁場が統合され、対等な量であるが、カルツァ・クライン理
論では多脚場と電磁場が統合されている。
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3 一般相対論
一般相対論について解説する。一般相対論では、変分の独立変数が θaのみの場合を 2階形式
といい、θaと ωa

bが独立変数の場合を 1階形式という。2階形式について§3.3の定式化と§3.4
の定式化がある (これらは等価ではないと思う)。1階形式のオイラー・ラグランジュ方程式は
§3.4のそれと等価である。

3.1 公式集
この節では記号の導入と、公式の列挙をする。
記号

η := ∗1 , ηa := ∗θa , ηab := ∗(θa ∧ θb) ,
ηabc := ∗(θa ∧ θb ∧ θc) , ηabcd := ∗(θa ∧ θb ∧ θc ∧ θd) (3.1)

を導入する。以下の公式が成り立つ [10, 21]。まず、

θa ∧ ηbcd = δab ηcd − δac ηbd + δadηbc, (3.2)

θa ∧ ηbc = −δab ηc + δac ηb, (3.3)

θa ∧ ηb = δab η (3.4)

であり、これらより、

θa ∧ θb ∧ ηcd = (δac δ
b
d − δadδ

b
c)η (3.5)

および

θa ∧ θb ∧ ηcde = (δadδ
b
e − δaeδ

b
d)ηc − (δac δ

b
e − δaeδ

b
c)ηd + (δac δ

b
d − δadδ

b
c)ηe (3.6)

を得る。また、

δηab = δθc ∧ ηabc, (3.7)

δηa = δθb ∧ ηab, (3.8)

δη = δθa ∧ ηa (3.9)

および、

dηab = ωc
a ∧ ηcb + ωc

b ∧ ηac +Θc ∧ ηabc (3.10)

が成り立つ。
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3.2 ディラック場
ローレンツ変換に対してスピン表現で変換するものをスピノール場という。スピノール場は
ローレンツ群のゲージ場 (ωa

bまたはAa
b)と結合する。スピノール場にはワイル・スピノールや

ディラック・スピノール, ラリタ・シュヴィンガー場がある。この小節では、ディラック場 (ディ
ラック・スピノール)について解説する。
ガンマ行列 γaは、

γaγb + γbγa = 2gab
◦

(3.11)

を満たす。ディラック場のラグランジアン形式は、

L =
1

2

(
− ψ̄γcdψ + dψ̄γcψ

)
∧ ηc −mψ̄ψη (3.12)

である。ここで、ψ̄ := iψ†γ0である。微分を (ローレンツ群についての)共変微分に置き換え
ると、

L =
1

2

(
− ψ̄γc

(
dψ +

1

4
ωabγabψ

)
+
(
dψ̄ − 1

4
ωabψ̄γab

)
γcψ

)
∧ ηc −mψ̄ψη (3.13)

である。ここで、

γab := γ[aγb] =
1

2
(γaγb − γbγa) (3.14)

である。[ ]は反対称化記号である。(3.13)より、ディラック場のラグランジアン形式には捩率
は T [abc]の形でのみ現れる。
物質場 (物質を表す場および重力以外のゲージ場)のラグランジアン形式を Lmat(θ

a, ωab;ψA)

とする。ωabは共変微分を通してのみ現れる。スピノール場がないなら、Lmatはωabに依らない。

3.3 2階形式：捩率なし
まず、2階形式で捩率なしの定式化を解説する。
θaのラグランジアン形式として、

LN(θ
a, dθa) =

1

2κ
N , N := Rab ∧ ηab − d(Aab ∧ ηab) = Aa

c ∧ Ac
b ∧ ηba (3.15)

を考える11) 。物質場のラグランジアン形式を Lmat(θ, dθ) := Lmat(θ
a, Aab;ψA)とする。すなわ

ち、共変微分に現れるスピン接続にレビ=チビタ接続を採用する。
全系のラグランジアン形式 Lの変分は、

δL(θ, dθ) = δθc ∧
( 1

2κ
[Rab ∧ ηabc − d(Aab ∧ ηabc)] +

∂Lmat(θ, dθ)

∂θc

)
+δdθc ∧

[ 1

2κ
Aab ∧ ηabc +

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc

]
+δAab(θ, dθ) ∧ 1

2κ
[dηab − Ac

a ∧ ηcb − Ac
b ∧ ηac] (3.16)

11) 1
2κR

ab ∧ ηab = 1
2κRηはアインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン形式である。
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となる。(3.10)より、最後の項は 0である。よって、
∂L

∂θc
=

1

2κ
[Rab ∧ ηabc − d(Aab ∧ ηabc)] +

∂Lmat(θ, dθ)

∂θc
, (3.17)

∂L

∂dθc
=

1

2κ
Aab ∧ ηabc +

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc
(3.18)

を得る。オイラー・ラグランジュ方程式 ∂L/∂θc + d(∂L/∂dθc) = 0は、

−1

2
Rab ∧ ηabc = κT̃c (3.19)

となる。ただし、

T̃c :=
∂Lmat(θ, dθ)

∂θc
+ d

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc
(3.20)

である。オイラー・ラグランジュ方程式は、アインシュタイン方程式

Ra
b −

1

2
Rδab = κT̃ a

b (3.21)

と等価である。ここで、T̃c = T̃ b
c ηbとした。

3.4 2階形式：アインシュタイン・カルタン理論
2階形式で捩率ありの定式化を解説する。これはアインシュタイン・カルタン理論と呼ばれる。
全系のラグランジアン形式を

L =
1

2κ

(
Ωab ∧ ηab − d(ωab ∧ ηab)

)
+ Lmat(θ

a, ωab;ψA) (3.22)

とする。Lの変分は、

δL(θ, dθ) = δθc ∧
( 1

2κ
[Ωab ∧ ηabc − d(ωab ∧ ηabc)] + Tc

)
+δdθc ∧ 1

2κ
ωab ∧ ηabc

+δωab(θ, dθ) ∧
( 1

2κ
[dηab − ωc

a ∧ ηcb − ωc
b ∧ ηac] +

∂Lmat

∂ωab

)
(3.23)

となる。ここで、

Tc :=
∂Lmat(θ

a, ωab, ψA)

∂θc

∣∣∣
ωab=ωab(θ,dθ)

(3.24)

である。ωab(θ, dθ)は、
1

2κ
[dηab − ωc

a ∧ ηcb − ωc
b ∧ ηac] +

∂Lmat

∂ωab
= 0 (3.25)
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で決定する。この式は、1階形式のスピン接続のオイラー・ラグランジュ方程式 (3.34)と同じ
である。仮定 (3.25)の下で、(3.23)より、

∂L

∂θc
=

1

2κ
[Ωab ∧ ηabc − d(ωab ∧ ηabc)] + Tc, (3.26)

∂L

∂dθc
=

1

2κ
ωab ∧ ηabc (3.27)

を得る。オイラー・ラグランジュ方程式は、

−1

2
Ωab ∧ ηabc = κTc (3.28)

となる。

3.5 1階形式
1階形式では、

L =
1

2κ
Ωab ∧ ηab + Lmat(θ

a, ωab;ψA) (3.29)

である。このとき、
∂L

∂θc
=

1

2κ
Ωab ∧ ηabc + Tc, (3.30)

∂L

∂dθc
= 0, (3.31)

∂L

∂ωab
=

1

2κ
(−ωc

a ∧ ηcb − ωc
b ∧ ηac) +

∂Lmat

∂ωab
, (3.32)

∂L

∂dωab
=

1

2κ
ηab (3.33)

を得る。ここで、Tc = ∂Lmat/∂θ
cである。ωabのオイラー・ラグランジュ方程式は、

1

2κ
[dηab − ωc

a ∧ ηcb − ωc
b ∧ ηac] +

∂Lmat

∂ωab
= 0 (3.34)

となる。
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4 重力のゲージ理論
この節では重力のゲージ理論を解説する。まず、§4.1では中野の理論と (3.15)のラグランジ
アン形式について解説する。§4.2では捩率の 2次のラグランジアン形式と遠隔平行重力につい
て解説する。§4.3ではポアンカレゲージ理論を解説する。§4.4では、それらとは別の理論を紹
介する。

4.1 中野のラグランジアン形式
多脚場のラグランジアン形式 LN は、多脚場の微分の 2次式であると考えると、

L∆(θ
a, dθa) = (c1∆abc∆

abc + c2∆abc∆
bca + c3∆a∆

a)η (4.1)

が一般的である (∆a = ∆b
abであった)。ciは定数である。これは、

L∆ =
[
(2c1 − c2 + c3)dθ

a ∧ ∗dθa + c2dθ
a ∧ θa ∧ ∗(dθb ∧ θb)

−c3dθa ∧ θb ∧ ∗(dθb ∧ θa)
]

(4.2)

と書ける ( [25]を参考にした)。さらに、微小の局所ローレンツ変換で、ラグランジアン形式が
全微分項しか変化しないことを要請すると、

LN =
1

2κ

[1
2
dθa ∧ θa ∧ ∗(dθb ∧ θb)− dθa ∧ θb ∧ ∗(dθb ∧ θa)

]
(4.3)

の形に限られる [20,25]。κがアインシュタイン定数なら、これは一般相対論の (3.15)と一致す
る。これは、

(c1, c2, c3) =
1

2κ

(
− 1

4
,
1

2
, 1
)
=: (c∗1, c

∗
2, c

∗
3) (4.4)

の場合である。
中野 [12]の採用したラグランジアンは、

L = L∆(θ
a, dθa) + Lmat(θ

a, Aab;ψA) (4.5)

である。

4.2 捩率の2次のラグランジアン形式
捩率の 2次のラグランジアン形式は、

LT (θ
a,Θa) = (a1TabcT

abc + a2TabcT
bca + a3TaT

a)η (4.6)

が一般的である (Ta = T b
abであった)。これは局所ローレンツ不変である。LT は、

LT =
[
(2a1 − a2 + a3)Θ

a ∧ ∗Θa + a2Θ
a ∧ θa ∧ ∗(Θb ∧ θb)

−a3Θa ∧ θb ∧ ∗(Θb ∧ θa)
]

(4.7)

16



とも書ける。
遠隔平行重力では、

L = LT (θ
a,Θa) + Lmat(θ

a, ωab;ψA) , Ωa
b = 0 (4.8)

である。特に、スピノール場がなく、

(a1, a2, a3) =
1

2κ

(
− 1

4
,
1

2
, 1
)
= (c∗1, c

∗
2, c

∗
3) (4.9)

の場合は、遠隔平行重力は一般相対論と等価である12) [17]。このことは、以下のようにして分
かる。まず、

Ωab ∧ ηab = N +Ka
c ∧Kcb ∧ ηab + d(ωab ∧ ηab) (4.10)

である。ここで、N = Aa
c ∧ Acb ∧ ηbaである。Ωa

b = 0より、

LN = L∗
T − 1

2κ
d(ωab ∧ ηab) , L∗

T :=
1

2κ
Ka

c ∧Kcb ∧ ηba (4.11)

である。L∗
T は LN で∆abcを Tabcに置き換えたものなので、L∗

T = LT |ai=c∗i
である。

4.3 ポアンカレゲージ理論
ポアンカレゲージ理論では、

L = LT (θ
a,Θa) + LF (θ

a,Ωab) + λΩab ∧ ηab + Lmat(θ
a, ωab;ψA) (4.12)

である。ここで、LF は (2.37)のものである。ポアンカレゲージ理論はポアンカレ群のゲージ理
論であるが、ローレンツ群のゲージ理論でもこのラグランジアン形式は自然である。いずれの
場合も、λ = 0が自然だと思う。
(4.12)に対するオイラー・ラグランジュ方程式は、(2.52), (2.53)より、

∂L

∂θa
+D

∂L

∂Θa
= 0, (4.13)

∂L

∂ωab
+D

∂L

∂Ωab
= 0 (4.14)

である。今、

πa :=
∂LT

∂Θa
, (4.15)

πab :=
∂LF

∂Ωab
+ ληab, (4.16)

Ta :=
∂Lmat

∂θa
, (4.17)

Ua :=
∂LF

∂θa
, (4.18)

Jab :=
∂Lmat

∂ωab
, (4.19)

Iab :=
∂LT

∂ωab
(4.20)

12)スピノール場がある場合は、§3.3, §3.4のいずれとも等価ではないと思う。
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とすると、
∂LT

∂θa
+Dπa = −(Ta + Ua), (4.21)

Dπab = −(Jab + Iab) (4.22)

を得る。ここで、

Dπa = dπa + ω b
a ∧ πb, (4.23)

Dπab = dπab + ω c
a ∧ πcb + ω c

b ∧ πac (4.24)

である。
いま、bi = b̃i/gと書き、πabで biを b̃iに、λを gλに置き換えたものを π̃abとすると、

Dπ̃ab = −g(Jab + Iab) (4.25)

である。g → 0では λの項の影響は無視できる。また、g → 0では π̃ab = 0が解の 1つであ
る。π̃abで gλ = 0としたものを π̃

(0)
ab とする。Ωabが π̃

(0)
ab で表すことが出来るときは、π̃(0)

ab = 0は
Ωab = 0を意味する。この意味で、遠隔平行重力は、ポアンカレ群のゲージ理論で g → 0の場
合に対応する。

4.4 別の可能性
また、ローレンツ群のゲージ理論では、

L = LN(θ
a, dθa) + LF (θ

a,Ωab) + Lmat(θ
a, ωab;ψA) (4.26)

もあり得る。オイラー・ラグランジュ方程式は、アインシュタイン方程式

−1

2
Rab ∧ ηabc = κ(Ta + Ua) (4.27)

とヤン・ミルズ・内山方程式

Dπab = −Jab (4.28)

である。
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5 共変正準形式
この節では共変正準形式を解説し、§4の重力のゲージ理論への応用についてコメントする。
共変正準形式は、微分形式を基本変数とし、時間と空間を平等に扱う。この形式では、一般相
対論 (§3.3, §3.4の系)も非拘束系として扱うことができる [10, 28]。

一般論
共変正準形式 [10, 27,28]を解説する。
ψを p形式とし、ラグランジアン形式は L(ψ, dψ)とする。ψの共役形式 πを

π :=
∂L

∂dψ
. (5.1)

で定義する。これは q(:= D − p− 1)形式である。Hamilton formを、
H(ψ, π) := dψ ∧ π − L (5.2)

で定義する。Hの変分は、

δH = (−1)(p+1)qδπ ∧ dψ − δψ ∧ ∂L

∂ψ
(5.3)

なので、
∂H

∂ψ
= −∂L

∂ψ
,

∂H

∂π
= (−1)(p+1)qdψ (5.4)

を得る。オイラー・ラグランジュ方程式 (2.43)を代入して、正準方程式

dψ = (−1)(p+1)q ∂H

∂π
, dπ = −(−1)p

∂H

∂ψ
(5.5)

を得る。
ポアソン括弧 [26]は、

{F,G} = (−1)p(f+D+1)∂F

∂ψ
∧ ∂G

∂π
− (−1)(D+p−1)(f+1)∂F

∂π
∧ ∂G

∂ψ
(5.6)

である。F は f 形式である。正準方程式は、
dψ = −{H,ψ} , dπ = −{H, π} (5.7)

と書ける。F が時空点に陽に依存しないなら、

dF = dψ ∧ ∂F

∂ψ
+ dπ ∧ ∂F

∂π

= (−1)(p+1)q ∂H

∂π
∧ ∂F

∂ψ
− (−1)p

∂H

∂ψ
∧ ∂F

∂π

= −{H,F} (5.8)

となる。
§3.3, §3.4の系では共変正準形式が使える [10,28](重力場なのに非拘束系である！)が、§3.5
の系は拘束系となり、ディラック括弧が必要となる [27]。共変正準形式の生成子については、論
文 [27, 28]がある。
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二重共変形式
[27]で提案された 2重共変正準形式を解説する。Hamilton formを今度は、

H(ϕ, π) := DϕA ∧ πA − L(ϕ,Dϕ) (5.9)

で定義する。ただし、ϕAはゲージ場Arも含む。DAr := F rとした。Hの変分は、

δH = δDϕA ∧ πA +DϕA ∧ δπA − δϕA ∧ ∂L

∂ϕA − δDϕA ∧ ∂L

∂DϕA

= (−1)(p+1)qδπA ∧DϕA − δϕA ∧ ∂L

∂ϕA (5.10)

となる。よって、
∂H

∂ϕA = − ∂L

∂ϕA ,
∂H

∂πA
= (−1)(p+1)qDϕA (5.11)

を得る。(2.52), (2.53)を (5.11)に代入して、

DϕA = (−1)(p+1)q ∂H

∂πA
, (5.12)

DπA = −(−1)p
∂H

∂ϕA (5.13)

を得る。

ポアンカレゲージ理論
(4.12)で λ = 0とすると、

L = LT (θ
a,Θa) + LF (θ

a,Ωab) + Lmat(θ
a, ωab;ψA) (5.14)

であり、

H = HT +HF − Lmat(θ
a, ωab;ψA), (5.15)

HT (θ
a, πa) := Θa ∧ πa − LT , (5.16)

HF (ω
ab, πab) := Ωab ∧ πab − LF (5.17)

である。以下で解説する条件が満たされるなら、Θa, Ωabは πa, πabで表すことができ、正準形
式が使える。また、

HT = LT , HF = LF (5.18)

となる [25]。
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θaについて
2形式W a = 1

2
wa

bcθ
b ∧ θcは 3つの既約成分を持つ [21, 22]：

W a =
3∑

i=1

(i)W a, (5.19)

(i)W a =
1

2
(i)wa

bcθ
b ∧ θc, (5.20)

(2)wabc :=
2g

◦
a[cwb]

D − 1
, (5.21)

(3)wabc := w[abc], (5.22)
(1)wabc := wabc − (2)wabc − (3)wabc (5.23)

である。Dは次元であり、wa = wb
abである。このとき、

(k)((i)W a) = δik
(i)W a (5.24)

である。また、
(i)wabc =

(i)Pabcdefw
def . (5.25)

と書く。今、

Xa =
3∑

i=1

αi ∗ (i)Wa (5.26)

とすると、γi ̸= 0なら、

Wa = −
∑
i

1

αi

(i) ∗Xa (5.27)

となる。
捩率の 2次のラグランジアン形式は、

LT =
1

2
T abcPabcdefT

defη (5.28)

で、Pabcdef は g
◦
ijだけで書け、

Pabcdef = −Pacbdef = −Pabcdfe = Pdefabc (5.29)

を満たす。一般的なものは、
Pabcdef =

∑
i

αi · (i)Pabcdef (5.30)

である。よって、

LT =
1

2
Θa ∧ ∗

∑
i

αi · (i)Θa (5.31)

=
1

2

∑
i

αi
(i)Θa ∧ ∗(i)Θa (5.32)
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であり、
πa = ∗

∑
i

αi · (i)Θa (5.33)

である。よって、αi ̸= 0なら、

Θa = −
∑
i

1

αi

(i)(∗πa) (5.34)

であり、

HT =
1

2

∑
i

1

αi

(i)(∗πa) ∧ ∗(i)(∗πa)

=
1

2

∑
i

1

αi

(i)(∗πa) ∧ ∗(∗πa)

= −1

2
πa ∧

∑
i

1

αi

(i)(∗πa) (5.35)

である。このとき、

Θa =
∂HT

∂πa
(5.36)

となる。

ωabについて
曲率 2形式Ωab(= −Ωba)は 6つの既約成分を持つ [21]：

Ωab =
6∑

i=1

(i)Ωab. (5.37)

よって、

LF =
1

2
Ωab ∧ ∗

6∑
i=1

βi
(i)Ωab (5.38)

が一般的な形である。βi ̸= 0とすると、

Ωab = −
∑
i

1

βi
(i)(∗πab) (5.39)

であり、

HF = −1

2
πab ∧

∑
i

1

βi
(i)(∗πab) (5.40)

および、

Ωab =
∂HT

∂πab
(5.41)

となる。
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A 共変微分, 曲率
教科書 [10]の方法で共変微分と曲率テンソルを解説する。テンソルの共変微分のこの導入方
法は、ゲージ理論のそれ (§2.2)と同じである。
テンソルの成分を ψAと書く。アフィン変換

dx′µ = aµνdx
ν , aµν ∈ GL(D,R) (A.1)

によって、ψAは、

ψ′A = T A
B(a)ψ

B (A.2)

と変換する。このとき、

∇µψ
A = ∂µψ

A + (Γµ)
A
Bψ

B (A.3)

という量 (これを共変微分と呼ぶ)がテンソルの成分になるようにしたい。そのためには、

∂′µψ
′A + (Γ′

µ)
A
Bψ

′B =
∂xα

∂x′µ
T A

B∇αψ
B (A.4)

であれば良い。よって、

(Γ′
µ)

A
B =

∂xα

∂x′µ

[
− ∂αT

A
C · (T−1)CB + T A

D(Γα)
D
C(T

−1)CB

]
(A.5)

を得る。
微小アフィン変換は、

dx′µ = dxµ + εµν(x)dx
ν (A.6)

であり13) 、これに対してテンソル ψAは、

δψA = ελν(x)(G
ν
λ)

A
Bψ

B (A.7)

と変換する。Gν
µは、アフィン変換群の n2個の生成子である。これは、

[Gν
µ,G

β
α] = δναG

β
µ − δβµG

ν
α (A.8)

を満たす。(A.5)の右辺第 1項の ∂αT ·T−1の項は、リー代数の基底の線形結合となる。よって、
(Γµ)

A
Bは、(Gν

λ)
A
Bの線形結合の項 Γλ

νµ(G
ν
λ)

A
B を含むべきである。それ以外の項は 0と置い

ても良い：

(Γµ)
A
B = Γλ

νµ(G
ν
λ)

A
B. (A.9)

このとき、(Γ′
µ)

A
B = Γ′λ

νµ(G
ν
λ)

A
Bとなる。Γλ

νµをアフィン接続と呼ぶ。

13)この εµν(x)は、ある微小量 εµ(x)を用いて、εµν = ∂νε
µ と書ける。(A.6)は座標変換 x′µ = xµ + εµ(x)に対

応する。
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特に、ψAをベクトル場とすると、(A.5), (A.9)と、

T λ
ν = aλν =

∂x′λ

∂xν
(A.10)

より、

Γ′λ
νµ =

∂xα

∂x′µ

[
− ∂xγ

∂x′ν
∂2x′λ

∂xα∂xγ
+
∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
Γδ
γα

]
(A.11)

を得る。これは、

Γ′λ
νµ =

∂x′λ

∂xα
∂2xα

∂x′ν∂x′µ
+
∂x′λ

∂xδ
∂xγ

∂x′ν
∂xα

∂x′µ
Γδ
γα (A.12)

とも書ける。
よって、(A.11)の変換則を持つ量 Γλ

νµを用いて、共変微分

∇µψ
A = ∂µψ

A + Γλ
νµ(G

ν
λ)

A
Bψ

B (A.13)

を定義すると、これはテンソルの成分である。なお、スカラー ϕの共変微分は

∇µϕ := ∂µϕ (A.14)

とすれば良い。この量は 1形式の成分の変換則を満たす。また、スカラーに対しては上の議論
で T = 1とすればよく、Gν

λ = 0となることからも明らかである。
いま、

T λ
νµ := −Γλ

νµ + Γλ
µν (A.15)

とすると、(A.12)より、これはテンソルの成分の変換則に従う。対応するテンソルが捩率である。
具体的に共変微分を求める。微小変換 x′µ = xµ+ εµに対して、これに対してテンソルψAは、

δψA =
∂ελ

∂xν
(Gν

λ)
A
Bψ

B (A.16)

と変換する。この時、共変微分は、

∇µψ
A = ∂µψ

A + Γλ
νµ(G

ν
λ)

A
Bψ

B

であった。例えば、

δAµ =
∂εµ

∂xν
Aν , (A.17)

δAν = −∂ε
µ

∂xν
Aµ (A.18)

より、

∇ρA
µ = ∂ρA

µ + Γµ
νρA

ν , (A.19)

∇ρAν = ∂ρAν − Γµ
νρAµ (A.20)
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となる。一般に、

∇ρC
ν1···νs

µ1···µr
= ∂ρC

ν1···νs
µ1···µr

−
r∑

i=1

Γα
µiρ
C ν1···νs

µ1···µi−1αµi+1···µr

+
s∑

j=1

Γνj
αρC

ν1···νj−1ανj+1···νs
µ1···µr (A.21)

である。
ψAをテンソルの成分として、

[∇µ,∇ν ]ψ
A := ∇µ(∇νψ

A)−∇ν(∇µψ
A) (A.22)

という量を考えると、

[∇µ,∇ν ]ψ
A = F α

βµν(G
β
α)

A
Bψ

B − T ρ
µν∇ρψ

A (A.23)

となる。ここで、

F µ
λαβ := ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα (A.24)

は曲率テンソルである。例えば、

[∇µ,∇ν ]C
λ = F λ

ρµνT
ρ − T ρ

µν∇ρC
λ, (A.25)

[∇µ,∇ν ]Sλ = −F ρ
λµνSρ − T ρ

µν∇ρSλ (A.26)

となる。
なお、

Fµν := F λ
µλν (A.27)

を成分とするテンソルをリッチテンソルという。スカラー曲率は、

F := gµνFµν (A.28)

である。
リーマン接続は、

∇λgµν = 0 , T ρ
µν = 0 (A.29)

を満たすアフィン接続であり、{
σ

µν

}
:=

1

2
gσλ(∂µgλν + ∂νgλµ − ∂λgµν) (A.30)

となる。リーマン接続に対する F µ
λαβ, Fµν , F をRµ

λαβ, Rµν , Rと書く。
本文の T a

bc, F
a
bcd, Fab, R

a
bcd, Rabはこの付録の T α

βγ , F
α
βγδ, Fαβ, R

α
βγδ, Rαβ のテンソル添え

字を、多脚場とその逆行列でローレンツ添え字に変換したものである。
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B 遠隔平行重力理論
遠隔平行重力での運動方程式を解説する。ωa

bの方程式の導出が独特である。
遠隔平行重力理論の作用は、

S = ST + Smat, (B.1)

ST =

∫
LT (θ

a,Θa) , Smat =

∫
Lmat(θ

a, ωab;ψA) (B.2)

であり、Ωab = 0である。作用の変分を、

δST =

∫
(δθa ∧Ga + δωab ∧ Yab) , Ga =

∂LT

∂θa
+D

∂LT

∂Θa
, (B.3)

δSmat =

∫
(δθa ∧ Ta + δωab ∧ Zab + δψA ∧ χA) (B.4)

と書く。ここで、δωabはΩab = 0を保つ必要があり、

δωab = −(dξab + ωa
cξ

cb + ωb
cξ

ac) (B.5)

が一般的である。ξab(= −ξba)は微小な 0形式である。これは ωabの微小ゲージ理論と同じ形で
あるが、ωab以外は変換されない。θaのオイラー・ラグランジュ方程式は、

Ga + Ta = 0 (B.6)

である。ξabについての変分は、

δS =

∫
ξab(dXab − ωc

a ∧Xcb − ωc
b ∧Xac) , Xab := Yab + Zab (B.7)

であるから、ωabの方程式は、

Wab := dXab − ωc
a ∧Xcb − ωc

b ∧Xac = 0 (B.8)

である。
以下ではスピノール場はないとする。このとき Zab = 0である。また、微小の局所ローレン
ツ変換で、

∆Smat =

∫
(εabθb ∧ Ta +∆ψA ∧ χA) (B.9)

である。∆は変分ではなく変化分を表す。∆Smat = 0を仮定すると、物質場のオイラー・ラグ
ランジュ方程式 χA = 0が成り立つとき、

θ[b ∧ Ta] = 0 (B.10)

である。Ta = Tabη
bとすると、上式は、

T[ab] = 0 (B.11)
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を意味する。
今、Ga = Gabη

bと置くと、(B.6)は、

Gab + Tab = 0 (B.12)

であるから、χA = 0と連立されて、

G[ab] = 0 , G(ab) + T(ab) = 0 (B.13)

を得る14) 。( )は対称化記号である。
さて、

G[ab] ≡ 0 (B.14)

を満たすように aiを決める。ここで≡は運動方程式なしに成り立つ式 (恒等式)である。この
とき、aiは (4.9)に比例する必要がある [17]。よって、スピノール場がないなら、この場合の遠
隔平行重力理論は一般相対論と等価である。
スピノール場がある場合は、スピノール場の共変微分に現れる ωabが一般相対論と遠隔平行
重力理論とで異なる。(3.13)より、ディラック場のラグランジアン形式には捩率は T [abc]の形で
のみ現れる。

14)また、Wab は G[ab] に比例する ( [17], Wab = −G[ab]ηか？)。よって、ωab の方程式は独立ではない。
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