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Abstract

本記事は数理物理 Advent Calendar 2019の 3日目の記事である。この記事では、ファ
インマンの重力理論 [1, 2, 3]についてまとめる。
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1 はじめに
一般相対論は曲がった時空についての理論である。計量は gµνで表させる1)。計量から作られ
る曲率 (リーマン接続の曲率)をRα

βµν [g]とすると、一般にRα
βµν [g] ̸= 0である。

一方、ファインマンの重力理論では時空は平坦だと考える。つまり、計量を ηµνとするとき、
Rα

βµν [η] = 0である。適当な座標系を選べば全領域で、ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)とできる。重力
場は対称 2階テンソル hµνで表させる。ファインマンの理論では、重力場 hµνは、結果的に、

gµν := ηµν + hµν (1.1)

の組み合わせでのみ現れる。この gµνが一般相対論での計量に対応する。
ファインマンは、量子電磁力学などの場の理論は知っているが、一般相対論は知らない金星
人の立場になって、重力理論を作る事を考えた。この立場を以下、「金星人の」立場と呼ぶ。
§2では、質点の運動方程式を議論する。質点の運動方程式から、質点のエネルギー・運動量
テンソルが満たすべき式 (これを (A)と呼ぶ)が分かる (§3)。
次に、重力場 hµν の方程式を考える。金星人は、まずは hµν の 2次のラグランジアン密度を
探すだろう。しかし、ラグランジアン密度が 2次のみだと (A)と矛盾する。よって、hµνの 3次
のラグランジアン密度を加える必要がある。それでもまだ (A)と矛盾するので、4次, 5次, ...

の項を加える必要があり、結局無限次まで考える必要がある。この議論は§8で行う。また、3

次のラグランジアン密度は付録Aと付録Cで決定する。これは大変な計算である。
この記事では金星人の計算をする前に、いきなり正しい結果を与える (§4)。金星人が追い求
めた hµνの無限次のラグランジアン密度は、アインシュタイン・ヒルベルトのそれであること
が分かる。
§5では、「物質場」(電磁場, ゲージ場を含む)と重力場との結合を見る。
§6では、ファインマンの重力理論についてコメントする。
§7では、アインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度を hµνについて展開する。こ
の節はそれ以降の節の補足説明のためにある。
§8では、金星人の計算をする。hµνの 2次のラグランジアン密度L(2)を求める。また、n次
のラグランジアン密度を決定する方法を述べる。3次のラグランジアン密度L(3)は付録Aと付
録Cで決定する。
ところで、2次のラグランジアン密度L(2)では (例えば水星の)近日点移動の大きさを上手く
説明できない。近日点移動を正しく求めるには 3次の効果L(3)が必要である。このことを§9
で説明する。
この記事では、§6以外は、計量が ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)となる座標系を採用する。

2 質点の運動方程式
2.1 設定
ミンコフスキー時空について考える。つまり、計量テンソルは、

ηµν = diag(−1, 1, 1, 1) (2.1)

1)符号は (−+++)とする。また、ギリシャ小文字の添え字は 0, 1, 2, 3を表す。
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であるとする。
重力場は 2階対称テンソル hµνであると考える2)。
質点系と重力場の合成系の作用は以下であると仮定する:

S = Sparticle + Sint + SGravity, (2.2)

Sparticle =
∑
a

ma

2

∫
dλa

[
ea(λa)ηµν

dzµa
dλa

dzνa
dλa

− c2

e(λa)

]
, (2.3)

Sint =
∑
a

ga
2

∫
dλa ea(λa)hµν(za)

dzµa
dλa

dzνa
dλa

. (2.4)

maは質量で、gaは結合定数である。eaは補助場で、λaはパラメーターである3) 。重力場の作
用SGravityは後で決定する。パラメーターの変換で eaは 1とできる。eaが 1となるパラメーター
を τaとすると、

Sparticle =
∑
a

ma

2

∫
dτa

[
ηµν

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− c2
]
, (2.5)

Sint =
∑
a

ga
2

∫
dτa hµν(za)

dzµa
dτa

dzτa
dτa

. (2.6)

を得る。Sparticleの第 2項は変分に効かないので、以下では落とし、それを S̃particleとする。

2.2 作用原理
質点についての作用は、

Sp := S̃particle + Sint =
∑
a

ma

2

∫
dτa

(
ηµν +

ga
ma

hµν(za)
)dzµa
dτa

dzνa
dτa

(2.7)

である。今、
g(a)µν := ηµν +

ga
ma

hµν (2.8)

とすると、
Sp =

∑
a

ma

2

∫
dτa g(a)µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

(2.9)

であり、
δSp =

∑
a

ma

2

∫
dτa

(
δg(a)µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

+ 2g(a)µν (za)
dδzµa
dτa

dzνa
dτa

)
=

∑
a

ma

2

∫
dτa δzλa

(
∂λg

(a)
µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− d

dτa

[
2g

(a)
λν (za)

dzνa
dτa

])
=

∑
a

ma

2

∫
dτa δzλa

(
∂λg

(a)
µν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− 2∂µg
(a)
λν (za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

− 2g
(a)
λν (za)

d2zνa
dτ 2a

)
=

∑
a

ma

2

∫
dτa δzλa · (−2)

(1
2

[
− ∂λg

(a)
µν + ∂µg

(a)
λν + ∂νg

(a)
λµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

+ g
(a)
λν (za)

d2zνa
dτ 2a

)
(2.10)

2)ファインマンの教科書 [1]には、なぜ 2階対称テンソルなのかの解説もあるが、この記事では省略する。
3)λa → λ′

a で、ea → e′a =
dλ′

a

dλa
ea である。
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となる。よって、

g
(a)
λν (za)

d2zνa
dτ 2a

+
1

2

[
− ∂λg

(a)
µν + ∂µg

(a)
λν + ∂νg

(a)
λµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (2.11)

を得る。これは、(
ηλν +

ga
ma

hλν(za)
)d2zνa
dτ 2a

+
1

2

ga
ma

[
− ∂λhµν + ∂µhλν + ∂νhλµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (2.12)

である4) 。
ところで、等価原理より、

ga
ma

= 1 (2.13)

である [3]。よって、

gµν := ηµν + hµν (2.14)

とすると、

gλν(za)
d2zνa
dτ 2a

+
1

2

[
− ∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (2.15)

である。今、

Γλµν :=
1

2

[
− ∂λgµν + ∂µgλν + ∂νgλµ

]
(2.16)

と置くと、

gλν(za)
d2zνa
dτ 2a

+ Γλµν(za)
dzµa
dτa

dzνa
dτa

= 0 (2.17)

である。

2.3 パラメーターの同定
ところで、

C(τ) := gµν
dzµ

dτ

dzν

dτ
(2.18)

4)重力場が弱いとし、hµν の 2次より高次が無視できるなら、ηλν + ga
ma

hλν(za)の逆行列は、

ηµν − ga
ma

ηµαηνβhαβ(za)

であり、(2.12)は、

d2zλa
dτ2a

+ ηλσ
1

2

ga
ma

[
− ∂σhµν + ∂µhσν + ∂νhσµ

]dzµa
dτa

dzνa
dτa

≈ 0

となる。
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とすると、
dC

dτ
= ∂λgµν

dzλ

dτ

dzµ

dτ

dzν

dτ
+ 2gµν

dzµ

dτ

d2zν

dτ 2

= ∂λgµν
dzλ

dτ

dzµ

dτ

dzν

dτ
− 2Γµλν(za)

dzµ

dτ

dzλ

dτ

dzν

dτ
= 0 (2.19)

である。よって、Cは定数である。τ は、

gµν
dzµ

dτ

dzν

dτ
= −c2 (2.20)

を満たす。これは、e(τ)についてのオイラー・ラグランジュ方程式とも一致する。このとき、

Sparticle + Sint = −
∑
a

mac
2

∫
dτa (2.21)

となる。

3 エネルギー・運動量テンソル
今、

T µν
(p)(x) :=

∑
a

ma

∫
dτa δ4(x− za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

(3.1)

とすると、

Sint =

∫
d4x

1

2
hµν(x)T

µν
(p)(x) (3.2)

となる。T µν
(p)は質点系のエネルギー・運動量テンソルである。

ところで、

∂νT
µν
(p) =

∑
a

ma

∫
dτa ∂νδ

4(x− za)
dzµa
dτa

dzνa
dτa

=
∑
a

ma

∫
dτa (−1)

dδ4(x− za)

dτa

dzµa
dτa

=
∑
a

ma

∫
dτa δ4(x− za)

d2zµa
dτ 2a

(3.3)

であるから、

gλµ∂νT
µν
(p) =

∑
a

ma

∫
dτa δ4(x− za)gλµ(za)

d2zµa
dτ 2a

=
∑
a

ma

∫
dτa δ4(x− za)

[
− Γλµν(za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

]
= −Γλµν(x)

∑
a

ma

∫
dτa δ4(x− za)

dzµa
dτa

dzνa
dτa

= −Γλµν(x)T
µν
(p)(x) (3.4)
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となる。質点の運動方程式 (2.17)を用いた。整理すると、

gλµ∂νT
µν
(p) = −ΓλµνT

µν
(p) (3.5)

である。
質点と重力場と、ゲージ場などのその他の場との合成系のラグランジアン密度を、

Stot = Sparticle +

∫
d4x

1

2
hµν(x)T

µν
(p)(x) + SGravity + Smatter (3.6)

とする。Smatterの hµνについての変分を、

δSmatter =

∫
d4x δhµν(x)

1

2
T µν
(m) (3.7)

で定義し、

T µν := T µν
(p) + T µν

(m) (3.8)

と置く。T µνも (3.5)を満たすと仮定する：

gλµ∂νT
µν = −ΓλµνT

µν . (3.9)

4 重力場の作用
4.1 重力場の運動方程式
今、SGravityの hµνについての変分を、

δSGravity = −
∫

d4x δhµν(x)
1

2κ
Gµν (4.1)

とすると、重力場の運動方程式は、

Gµν = κT µν (4.2)

となる。κは定数 (アインシュタイン定数)である。

4.2 重力場の作用の不変性
(3.9), (4.2)より、

gλµ∂νG
µν + ΓλµνG

µν = 0 (4.3)

が従う。
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上式に ελをかけて積分すると、
0 =

∫
d4x

[
gλµ∂νG

µν + ΓλµνG
µν
]
ελ

=

∫
d4x

[
− ∂ν(gλµε

λ)Gµν + ΓλµνG
µνελ

]
=

∫
d4x Gµν 1

2

[
− ∂νgλµε

λ − ∂µgλνε
λ + 2Γλµνε

λ − gλµ∂νε
λ − gλν∂µε

λ
]

=

∫
d4x Gµν

(
− 1

2

)[
∂λgµνε

λ + gλµ∂νε
λ + gλν∂µε

λ
]

≡
∫

d4x Gµν
(
− 1

2

)
δ(ε)hµν (4.4)

を得る。εµは無限遠で 0になるとした。ここで、
δ(ε)hµν := ∂λgµνε

λ + gλµ∂νε
λ + gλν∂µε

λ (4.5)

である。(4.4)は、
hµν → hµν + δ(ε)hµν (4.6)

で SGravityが不変であることを意味する。以下では、特に、εµが無限小として、上の変換で不
変な作用を探す。

4.3 hµνの微分を含まない作用
今、

g := det(gµν) (4.7)

とすると、
δg = ggµνδgµν (4.8)

である。ここで、gµνは gµνの逆行列である。よって、
δ(−g)α = α(−g)α−1(−ggµνδgµν)

= α(−g)αgµνδgµν (4.9)

である。δgµν = δ(ε)gµν = δ(ε)hµνとして、
δ(ε)(−g)α = α(−g)αgµν(∂λgµνε

λ + gλµ∂νε
λ + gλν∂µε

λ)

= α(−g)α(g−1∂λgε
λ + 2∂µε

µ)

= εµ∂µ(−g)α + 2α(−g)α∂µε
µ (4.10)

を得る。よって、α = 1/2の時は、
δ(ε)

√
−g = ∂µ(ε

µ
√
−g) (4.11)

となる。従って、
SΛ := −Λ

κ

∫
d4x

√
−g (4.12)

は作用の候補である。Λは宇宙定数である。
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4.4 hµνの2階微分を含む作用
今、

Γλ
µν := gλσΓσµν , (4.13)

Rµ
λαβ := ∂αΓ

µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα, (4.14)

Rµν := Rλ
µλν , (4.15)

R := gµνRµν (4.16)

と置くと、

δ(ε)R = εµ∂µR (4.17)

となる [1, 2]。よって、
√
−gR →

√
−gR + ∂µ(ε

µ
√
−g)R + εµ

√
−g∂µR

=
√
−gR + ∂µ(ε

µ
√
−gR) (4.18)

となる。これより、

SEH :=
1

2κ

∫
d4x

√
−gR (4.19)

は作用の候補である。

4.5 アインシュタイン方程式
作用

SGravity = SEH + SΛ

=

∫
d4x

1

κ

√
−g

(1
2
R− Λ

)
(4.20)

に対するGµνは、よく知られたように、

Gµν =
√
−g

(
Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν

)
(4.21)

となる。よって、重力場の運動方程式 (4.2)は、

Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν = κ

T µν

√
−g

(4.22)

となる。これはアインシュタイン方程式である。
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5 「物質場」の作用
5.1 スカラー場
重力場と結合していないスカラー場 ϕの作用は、

SScalar,Free =

∫
d4x LScalar,Free, (5.1)

LScalar,Free = −1

2

(
ηµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2

)
(5.2)

である。重力場としたスカラー場の作用は、

SScalar =

∫
d4x

√
−gLScalar, (5.3)

LScalar = −1

2

(
gµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2

)
(5.4)

である。
|hµν | ≪ 1とし、hµνの 1次まで考えると、

√
−g ≈ 1 +

1

2
ηµνhµν , (5.5)

gµν ≈ ηµν − ηµαηνβhαβ (5.6)

なので、
√
−gLScalar ≈ LScalar,Free +

1

2
ηµνhµνLScalar,Free +

1

2
ηµαηνβhαβ∂µϕ∂νϕ

= LScalar,Free +
1

2
hµνT

µν
(S), (5.7)

T µν
(S) = ηµνLScalar,Free + ηµαηνβ∂αϕ∂βϕ (5.8)

となる。T µν
(S)はLScalar,Freeのエネルギー・運動量テンソルである。

5.2 電磁場
重力場と結合していない電磁場Aµの作用は、

SEM,Free =

∫
d4x LEM,Free, (5.9)

LEM,Free = −ηµαηνβFµνFαβ, (5.10)

Fµν := ∂µAν − ∂νAµ (5.11)

である。重力場としたスカラー場の作用は、

SEM =

∫
d4x

√
−gLEM, (5.12)

LEM = −1

4
gµαgνβFµνFαβ (5.13)

である。
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6 コメント
6.1 光線の運動方程式
今はミンコフスキー時空を考えている。しかし、重力場がある場合は、光線はもはや直進し
ない。光線の運動方程式は、あるパラメーターΛが存在し、

gλν(X)
d2Xν

dΛ2
+ Γλµν(X)

dXµ

dΛ

dXν

dΛ
= 0, (6.1)

gµν(X)
dXµ

dΛ

dXν

dΛ
= 0 (6.2)

となるべきである。

6.2 一般座標
一般座標では、ηµνはもはや定数ではない。ただし、

Rα
βµν [η] = 0 (6.3)

である。ここで、Rα
βµν [q]はRα

βµνで gµνを qµνに置き換えたものである。領域ΩでRα
βµν [q] = 0

であることと、Ωで qµνが定数となる座標系が存在することは同値である。

6.3 疑問
ファインマンの重力理論はミンコフスキー時空上の理論であるが、重力場があると光線も曲
がる。また、最終的にはラグランジアン密度にミンコフスキー計量は登場せず、gµνのみが登場
する。では、なぜミンコフスキー時空だと言えるのか？
また、最初に考えていた、ηµν = diag(−1, 1, 1, 1)となる座標系とは何か？

6.4 変換 (4.6)の意味
一般座標でも、(4.4), (4.5), (4.6)はそのまま成り立つ。(4.5), (4.6)は、

δ(ε)hµν = ∂λgµνε
λ + gλµ∂νε

λ + gλν∂µε
λ ≡ δ(ε)gµν , (6.4)

hµν → hµν + δ(ε)hµν , (6.5)

ηµν → ηµν , (6.6)

gµν → gµν + δ(ε)gµν (6.7)

である。この gµνの変換の式は、
δ(ε)gµν = δ̄gµν(x) = g′µν(x

′)
∣∣
x′=x

− gµν(x), (6.8)

g′µν(x
′) =

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν gαβ(x), (6.9)

x′µ = xµ − εµ (6.10)

である。δ̄gµν(x)はリー微分である。
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7 アインシュタイン・ヒルベルト作用の展開
7.1 一般論
アインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度

LEH :=
1

2κ
SR, S :=

√
−g (7.1)

を hµνについて展開することを考える。今、
gµν = ηµν + gµν(1) + gµν(2) + · · · (7.2)

とする5)と、
Γλ
µν = (1)Γλ

µν +
(2)Γλ

µν +
(3)Γλ

µν + · · · , (7.3)
(1)Γλ

µν = ηλσΓσµν , (7.4)
(2)Γλ

µν = gλσ(1)Γσµν , (7.5)
(3)Γλ

µν = gλσ(2)Γσµν (7.6)

となる。また、
Rµ

λαβ = ∂αΓ
µ
λβ − ∂βΓ

µ
λα + Γµ

ραΓ
ρ
λβ − Γµ

ρβΓ
ρ
λα

= (1)Rµ
λαβ +

(2)Rµ
λαβ +

(3)Rµ
λαβ + · · · , (7.7)

(1)Rµ
λαβ = ∂α

(1)Γµ
λβ − ∂β

(1)Γµ
λα, (7.8)

(2)Rµ
λαβ = ∂α

(2)Γµ
λβ − ∂β

(2)Γµ
λα + (1)Γµ

ρα
(1)Γρ

λβ −
(1)Γµ

ρβ
(1)Γρ

λα, (7.9)
(3)Rµ

λαβ = ∂α
(3)Γµ

λβ − ∂β
(3)Γµ

λα + (1)Γµ
ρα

(2)Γρ
λβ −

(1)Γµ
ρβ

(2)Γρ
λα

+(2)Γµ
ρα

(1)Γρ
λβ −

(2)Γµ
ρβ

(1)Γρ
λα (7.10)

である。よって、
Rλβ = R

(1)
λβ +R

(2)
λβ +R

(3)
λβ + · · · , (7.11)

R
(i)
λβ = (i)Rµ

λµβ, (7.12)

R
(1)
λβ = ∂µ

(1)Γµ
λβ − ∂β

(1)Γµ
λµ, (7.13)

R
(2)
λβ = ∂µ

(2)Γµ
λβ − ∂β

(2)Γµ
λµ +

(1)Γµ
ρµ

(1)Γρ
λβ −

(1)Γµ
ρβ

(1)Γρ
λµ, (7.14)

R
(3)
λβ = ∂µ

(3)Γµ
λβ − ∂β

(3)Γµ
λµ +

(1)Γµ
ρµ

(2)Γρ
λβ −

(1)Γµ
ρβ

(2)Γρ
λµ

+(2)Γµ
ρµ

(1)Γρ
λβ −

(2)Γµ
ρβ

(1)Γρ
λµ (7.15)

となる。また、
R = R(1) +R(2) +R(3) + · · · , (7.16)

R(1) = ηλβR
(1)
λβ , (7.17)

R(2) = ηλβR
(2)
λβ + gλβ(1)R

(1)
λβ , (7.18)

R(3) = ηλβR
(3)
λβ + gλβ(1)R

(2)
λβ + gλβ(2)R

(1)
λβ (7.19)

5)(n)は hµν の n次であることを表す。
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である。今、

S = 1 + S(1) + S(2) + · · · (7.20)

と展開すると、

LEH = L(1)
EH +L(2)

EH +L(3)
EH + · · · , (7.21)

2κL(1)
EH = R(1), (7.22)

2κL(2)
EH = R(2) + S(1)R(1), (7.23)

2κL(3)
EH = R(3) + S(1)R(2) + S(2)R(1) (7.24)

となる。

7.2 具体的な計算
7.2.1 準備
よく知られた公式

(A+B)−1 = A−1 − A−1BA−1 + A−1BA−1BA−1 − · · · (7.25)

より、

gµν(1) = −hµν , (7.26)

gµν(2) = hµ
ρh

ρν (7.27)

である。hµνの添え字は ηµνで上げた。
また、

det(A) = expTr lnA, (7.28)

det(A+B) = det(A) det(1 + A−1B)

= det(A) expTr ln(1 + A−1B)

= det(A) expTr[A−1B − 1

2
A−1BA−1B + · · · ]

= det(A)
(
1 + Tr[A−1B]− 1

2
Tr[A−1BA−1B] +

1

2

(
Tr[A−1B]

)2
+ · · ·

)
(7.29)

である。よって、√
− det(A+B) =

√
− det(A)

(
1 +

1

2
Tr[A−1B]− 1

4
Tr[A−1BA−1B]

+
(1
4
− 1

8

)(
Tr[A−1B]

)2
+ · · ·

)
=

√
− det(A)

(
1 +

1

2
Tr[A−1B]

+
1

8

{(
Tr[A−1B]

)2 − 2Tr[A−1BA−1B]
}
+ · · ·

)
(7.30)

13



となり、

S(1) =
1

2
hµ

µ ≡ 1

2
h, (7.31)

S(2) =
1

8

(
h2 − 2hµ

νh
ν
µ

)
(7.32)

を得る。

7.2.2 1次
さて、

Γλµν =
1

2

[
− ∂λhµν + ∂µhλν + ∂νhλµ

]
(7.33)

より、

(1)Γλ
µν =

1

2
ηλσ

[
− ∂σhµν + ∂µhσν + ∂νhσµ

]
(7.34)

である。よって、

R
(1)
λβ = ∂µ

(1)Γµ
λβ − ∂β

(1)Γµ
λµ

=
1

2
ηµσ

[
− ∂µ∂σhλβ + ∂µ∂λhσβ + ∂µ∂βhσλ

]
−1

2
ηµσ

[
− ∂β∂σhµλ + ∂β∂µhσλ + ∂β∂λhσµ

]
=

1

2
ηµσ

[
− ∂µ∂σhλβ + ∂µ∂λhσβ + ∂β∂σhµλ − ∂β∂λhσµ

]
=

1

2

[
−□hλβ + ∂µ∂λh

µ
β + ∂β∂µh

µ
λ − ∂β∂λh

]
(7.35)

である。ここで、

□ = ηµν∂µ∂ν (7.36)

である。また、

R(1) = ηλβ
1

2

[
−□hλβ + ∂µ∂λh

µ
β + ∂β∂µh

µ
λ − ∂β∂λh

]
= −□h+ ∂µ∂νh

µν (7.37)

である。よって、

R
(1)
αβ − 1

2
ηαβR

(1) =
1

2

[
−□hαβ + ∂µ∂αh

µ
β + ∂β∂µh

µ
α − ∂β∂αh+ ηαβ□h− ηαβ∂µ∂νh

µν
]
(7.38)

となる。
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7.2.3 2次
R

(2)
λβ は、

R
(2)
λβ = R

(2a)
λβ +R

(2b)
λβ +R

(2c)
λβ , (7.39)

R
(2a)
λβ := ∂µ

(2)Γµ
λβ − ∂β

(2)Γµ
λµ, (7.40)

R
(2b)
λβ := (1)Γµ

ρµ
(1)Γρ

λβ, (7.41)

R
(2c)
λβ := −(1)Γµ

ρβ
(1)Γρ

λµ (7.42)

と書ける。また、
R(2x) := ηλβR

(2x)
λβ (x = a, b, c), (7.43)

R(2d) := gλβ(1)R
(1)
λβ = −hλβR

(1)
λβ (7.44)

と置く。
さて、

R(2a) w
= 0 (7.45)

である。ここで、w
=は全微分項を無視する近似である。また、

R(2d) = −1

2
hλβηµσ

[
− ∂µ∂σhλβ + ∂µ∂λhσβ + ∂β∂σhµλ − ∂β∂λhσµ

]
w
=

1

2
ηµσ

[
− ∂µh

λβ∂σhλβ + ∂µh
λβ∂λhσβ + ∂βh

λβ∂σhµλ − ∂βh
λβ∂λhσµ

]
=

1

2

[
− ηµσ∂µh

λβ∂σhλβ + ∂µh
λβ∂λh

µ
β + ∂βh

λβ∂µh
µ
λ − ∂βh

λβ∂λh
]

w
=

1

2

[
− ηµσ∂µh

λβ∂σhλβ + ∂λh
λβ∂µh

µ
β + ∂βh

λβ∂µh
µ
λ − ∂βh

λβ∂λh
]

(7.46)

である。
R(2)は以下の 4つの項からなる：

(1) := ηαβ∂αhµν∂βh
µν , (7.47)

(2) := ∂µh
µν∂σh

σ
ν

w
= ∂σh

ν
µ ∂νh

µσ w
= (2′), (7.48)

(3) := ∂µh
µν∂νh, (7.49)

(4) := ηµν∂µh∂νh. (7.50)

これを使うと、
R(2d) w

=
1

2

[
− (1) + 2(2)− (3)] (7.51)

である。
さて、

R(2b) = ηλβ(1)Γµ
ρµ

(1)Γρ
λβ

=
1

4
ηλβηµσηρα[−∂σhµρ + ∂µhσρ + ∂ρhσµ][−∂αhλβ + ∂λhαβ + ∂βhαλ]

w
=

1

4
[(3)− (2)− (2)− (3) + (2) + (2)− (4) + (3) + (3)]

=
1

4
[2(3)− (4)] (7.52)

15



である。また、

R(2c) = −ηλβ(1)Γµ
ρβ

(1)Γρ
λµ

= −1

4
ηλβηµσηρα[−∂σhρβ + ∂ρhσβ + ∂βhσρ][−∂αhµλ + ∂µhαλ + ∂λhαµ]

w
= −1

4
[(2)− (1)− (2)− (1) + (2) + (2)− (2) + (2) + (1)]

=
1

4
[(1)− 2(2)] (7.53)

である。よって、

R(2) w
=

1

4

[
− 2(1) + 4(2)− 2(3) + 2(3)− (4) + (1)− 2(2)

]
=

1

4

[
− (1) + 2(2)− (4)

]
(7.54)

となる。
さて、

L(2)
EH = R(2) + S(1)R(1) (7.55)

であった。ここで、

S(1)R(1) =
1

2
h[−□h+ ∂µ∂νh

µν ]

w
=

1

2
[(4)− (3)] (7.56)

である。よって、

L(2)
EH

w
=

1

4

[
− (1) + 2(2)− 2(3) + (4)

]
(7.57)

となる。また、

L(1)
EH = R(1) w

= 0 (7.58)

なので、

L(1)
EH +L(2)

EH
w
=

1

4

[
− (1) + 2(2)− 2(3) + (4)

]
=

1

4

[
− ηαβ∂αhµν∂βh

µν + 2∂µh
µν∂σh

σ
ν − 2∂µh

µν∂νh+ ηµν∂µh∂νh
]

(7.59)

となる。よって、
1

2κ

√
−gR

w
= − 1

4κ

[1
2
ηαβ∂αhµν∂βh

µν − ∂µh
µν∂σh

σ
ν + ∂µh

µν∂νh− 1

2
ηµν∂µh∂νh

]
+O(h3) (7.60)

となる。
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7.3 補足
よく知られているように、

LEH
w
=

1

2κ
SG ≡ L′

EH , G := gµν
[
Γρ

γνΓ
γ
µρ − Γρ

γρΓ
γ
µν

]
(7.61)

である ([4]など)。右辺を、

L′
EH = L′(2)

EH +L′(3)
EH + · · · (7.62)

と展開すると、

L′(2)
EH

w
= L(2)

EH, (7.63)

2κL′(3)
EH = G(3) + S(1)G(2)

= G(3) +
1

2
hG(2) (7.64)

である。ここで、

G(3) = G(3a) +G(3b), (7.65)

G(3a) := ηµν
[
(2)Γρ

γν
(1)Γγ

µρ +
(1)Γρ

γν
(2)Γγ

µρ − (2)Γρ
γρ

(1)Γγ
µν − (1)Γρ

γρ
(2)Γγ

µν

]
, (7.66)

G(3b) := −hµν
[
(1)Γρ

γν
(1)Γγ

µρ − (1)Γρ
γρ

(1)Γγ
µν

]
(7.67)

である。また、付録Bで示すように、

G(2) =
1

4
[−(1) + 2(2′)− 2(3) + (4)] (7.68)

である。
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8 重力場の作用：低次からの構成。金星人の計算
8.1 一般論
重力場の作用を

SGravity =
∞∑
n=2

S(n) , S(n) =

∫
d4x L(n) (8.1)

と展開する。ここで、L(n)は hµνの n次の項からなる。hµνによる変分を、

δS(n+1) = −1

2

∫
d4x δhµνχ

µν
(n) (8.2)

と置く。ただし、

∂νχ
µν
(1) = 0 (8.3)

を要請する。運動方程式は、
∞∑
n=1

χµν
(n) = T µν (8.4)

である。よって、

∂νχ
µν
(1) = ∂ν(T

µν −
∞∑
n=2

χµν
(n)) = 0 (8.5)

となる。(3.9)は、

gλµ∂νT
µν = −ΓλµνT

µν (8.6)

であった。よって、

gλµ∂νT
µν = −Γλµν

∞∑
n=1

χµν
(n) (8.7)

である。これと (8.5)より、

Γλµν

∞∑
n=1

χµν
(n) + (ηλµ + hλµ)

∞∑
n=2

∂νχ
µν
(n) = 0 (8.8)

を得る。よって、

ηλµ∂νχ
µν
(2) = −Γλµνχ

µν
(1), (8.9)

ηλµ∂νχ
µν
(n+1) = −Γλµνχ

µν
(n) − hλµ∂νχ

µν
(n) (n = 2, 3, · · · ) (8.10)

を得る。
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(8.3)と (8.4)とからL(2)が決まる。次に (8.9)からL(3)が決まる。そして、(8.10)からL(4),

L(5), · · · が決まる。
L(2)の候補は、

L(2) =
1

2

[
a1η

αβ∂αhµν∂βh
µν + a2∂µh

µν∂σh
σ
ν + a3∂µh

µν∂νh+ a4η
µν∂µh∂νh

]
(8.11)

である。L(3)は付録Aで考察し、付録Cで決定する。L(3)には素朴には 4!=24項からなるが、
8組同じものがある。更に部分積分により、16種類の項の間に 2つの関係式が存在する。よっ
て独立なのは 14項である6) 。明らかにL(3)ぐらいまでが限界で、L(4)より高次の項を求める
のは困難である。
なお、

L(n) w
= L′(n)

EH (8.12)

となるはずである。

8.2 最低次のラグランジアン密度
(8.11)の ai (i = 1, 2, 3, 4)を決定する。
まず、

χµν
(1) = 2a1□hµν + a2(∂

µ∂σh
σν + ∂ν∂σh

σµ)

+a3(∂
µ∂νh+ ηµν∂α∂βh

αβ) + 2a4η
µν□h (8.13)

である。よって、
∂νχ

µν
(1) = 2a1□(∂h)µ + a2(∂

µ(∂∂h) +□(∂h)µ)

+a3(∂
µ□h+ ∂µ(∂∂h)) + 2a4∂

µ□h, (8.14)

(∂h)µ := ∂νh
µν , (∂∂h) := ∂α∂βh

αβ (8.15)

となる。これより、
2a1 + a2 = 0, (8.16)

a2 + a3 = 0, (8.17)

a1 + a4 = 0 (8.18)

を得る。これより、
a2 = −2a1 , a3 = 2a1 , a4 = −a1 (8.19)

と分かる：
χµν

(1) = 2a1

[
□hµν − (∂µ∂σh

σν + ∂ν∂σh
σµ)

+(∂µ∂νh+ ηµν∂α∂βh
αβ)− ηµν□h

]
, (8.20)

L(2) = a1

[1
2
ηαβ∂αhµν∂βh

µν − ∂µh
µν∂σh

σ
ν + ∂µh

µν∂νh− 1

2
ηµν∂µh∂νh

]
. (8.21)

6)ファインマン [1]によると 18項らしい。なぜ?
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この結果は、

R
(1)
αβ − 1

2
ηαβR

(1) =
1

2

[
−□hαβ + ∂µ∂αh

µ
β + ∂β∂µh

µ
α − ∂β∂αh

+ηαβ□h− ηαβ∂µ∂νh
µν
]
, (8.22)

1

2κ

√
−gR

w
= − 1

4κ

[1
2
ηαβ∂αhµν∂βh

µν − ∂µh
µν∂σh

σ
ν + ∂µh

µν∂νh− 1

2
ηµν∂µh∂νh

]
+O(h3) (8.23)

と整合している。また、

a1 = − 1

4κ
(8.24)

である。
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9 星の周りの粒子の軌道
この節では、球対称で静的な系を考える。具体的には、星の周りの粒子の運動を考え、近日
点移動を調べる。2次のラグランジアン密度L(2)では近日点移動の大きさを上手く説明できな
い。近日点移動を正しく求めるには 3次の効果L(3)が必要である。
光速度 cは 1とする。

9.1 球対称, 静的な場合の一般論
(2.17)より、質点の運動方程式は、

d

dτ

[
(ησν + hσν)

dxσ

dτ

]
=

1

2
∂νhµσ

dxµ

dτ

dxσ

dτ
(9.1)

となる。今、

hµν = diag(h0, hs, hs, hs) (9.2)

とする。(9.1)の空間成分 (i = 1, 2, 3)は、
d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

i
]
=

1

2

[
∂ih0ṫ

2 + ∂ihs(ẋ
2 + ẏ2 + ż2)

]
(9.3)

となる。ここで、Ẋ := dX/dτ , t = x0である。(9.1)の時間成分は、
d

dτ

[
(1− h0)ṫ

]
= 0 (9.4)

となる。ここで、

∂0hµν = 0 (9.5)

を仮定した。
c = 1とすると、

gµν ẋ
µẋν = −1 (9.6)

である。今の場合、

(1− h0)ṫ
2 − (1 + hs)(ẋ

2 + ẏ2 + ż2) = 1 (9.7)

である。
(9.4)より、

(1− h0)ṫ = K = const. (9.8)

である。これと (9.7)より、
K2

1− h0

− (1 + hs)(ẋ
2 + ẏ2 + ż2) = 1 (9.9)
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である。
ところで、

d

dτ

[
(1 + hs)(ẋ

ixk − ẋkxi)
]
=

d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

i
]
xk − d

dτ

[
(1 + hs)ẋ

k
]
xi (9.10)

である。今、h0, hsが r =
√
x2 + y2 + z2のみの関数とすると、(9.3)の右辺は xiに比例する。

よって、上式の右辺は 0である：
d

dτ

[
(1 + hs)(ẋ

ixk − ẋkxi)
]
= 0. (9.11)

これは角運動量の保存則である。特に、

L1 := (1 + hs)(ży − ẏz), (9.12)

L2 := (1 + hs)(ẋz − żx), (9.13)

L3 := (1 + hs)(ẏx− ẋy) ≡ L (9.14)

は保存する。
今、L1 = L2 = 0を仮定する。この時、極座標表示で、φ = π/2 (φ̇ = 0)である7) 。また、

L = (1 + hs)r
2θ̇, (9.15)

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = r2θ̇2 + ṙ2 = r2θ̇2 +
(dr
dθ

)2

θ̇2 (9.16)

である。(9.16)より、
K2

1− h0

− (1 + hs)θ̇
2
[
r2 +

(dr
dθ

)2]
= 1 (9.17)

である。また、(9.15)より、

θ̇ =
L

(1 + hs)r2
(9.18)

なので、
K2

1− h0

− L2

(1 + hs)r4

[
r2 +

(dr
dθ

)2]
= 1 (9.19)

となる。今、

u :=
1

r
(9.20)

とすると、
du

dθ
= −u2dr

dθ
, (9.21)

1

r4

(dr
dθ

)2

=
(du
dθ

)2

(9.22)

7)ここでの θ, φは多くの文献と逆である。つまり、ここでの φは通常は θと書かれるものである。
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なので、
K2

1− h0

− L2

(1 + hs)

[
u2 +

(du
dθ

)2]
= 1, (9.23)

u2 +
(du
dθ

)2

=
( K2

1− h0

− 1
)1 + hs

L2
(9.24)

を得る。
今、M を中心 (r = 0)にある星の質量とし、

ϕ := −2GMu, (9.25)

h0 = −αϕ− aϕ2 +O(ϕ3), (9.26)

hs = −βϕ− bϕ2 +O(ϕ3) (9.27)

を仮定する。このとき、
K2

1− h0

− 1 = K2(1− αϕ− aϕ2 + α2ϕ2 + · · · )− 1

= K2 − 1−K2αϕ+K2(α2 − a)ϕ2 + · · · , (9.28)( K2

1− h0

− 1
)1 + hs

L2
=

K2 − 1

L2
− K2α

L2
ϕ+

K2

L2
(α2 − a)ϕ2

−K2 − 1

L2
βϕ− K2 − 1

L2
bϕ2 +

K2αβ

L2
ϕ2 +O(ϕ3)

= A+Bu+ Cu2 + · · · (9.29)

となる。ただし、

A =
K2 − 1

L2
, (9.30)

B =
2GM

L2

[
K2α + (K2 − 1)β

]
, (9.31)

C =
(2GM)2

L2

[
K2(α2 + αβ − a)− (K2 − 1)b

]
(9.32)

である。よって、

u2 +
(du
dθ

)2

= A+Bu+ Cu2 + · · · (9.33)

となる。これを θで微分して、· · · を無視すると、

u+
d2u

dθ2
=

1

2
B + Cu, (9.34)

d2u

dθ2
=

1

2
B − (1− C)u (9.35)

を得る。

u =
B

2(1− C)
+ v (9.36)
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とすると、
d2v

dθ2
= −(1− C)v (9.37)

となる。これの解は、

v = v0 cos(
√
1− Cθ) + v1 sin(

√
1− Cθ) (9.38)

であり、近日点は、角度が
2π√
1− C

= 2π + Cπ +O(C2) (9.39)

変化するたびび現れる。近日点の 1周期ごとの歳差は、

δ = Cπ = π
(2GM)2

L2

[
K2(α2 + αβ − a)− (K2 − 1)b

]
≈ π

(2GM)2

L2
(α2 + αβ − a) (9.40)

である。ここで、K2 ≈ 1とした。

9.2 最低次の近似とその補正
hµνを

χµν
(1) = T µν (9.41)

から求めると、

(α(1), β(1), a(1), b(1)) = (1, 1, 0, 0) (9.42)

となることを、§9.3で示す。添え字 (1)は、最低の近似であることを表す。なお、

χµν
(1) + χµν

(2) = T µν (9.43)

を考えた場合は、

(α(2), β(2), a(2), b(2)) =
(
1, 1,

1

2
,−3

8

)
(9.44)

となる [1]。添え字 (2)は、2次までの近似であることを表す。よって、

δ(1) = π
(2GM)2

L2
· 2, (9.45)

δ(2) = π
(2GM)2

L2
· 3
2
, (9.46)

δ(1) =
4

3
δ(2) (9.47)
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である。δ(2)は実験と合うが、δ(1)は合わない。
なお、アインシュタイン方程式の解は、

g00 = −
(
1 +

ϕ

4

)2(
1− ϕ

4

)−2

, (9.48)

gik = δik

(
1− ϕ

4

)4

(9.49)

である [4]。よって、

h0 = 1−
(
1 +

ϕ

4

)2(
1− ϕ

4

)−2

= 1−
(
1 +

ϕ

2
+

ϕ2

16

)(
1 +

ϕ

2
+

3ϕ2

16
+

ϕ3

16
+ · · ·

)
= −ϕ− 1

2
ϕ2 − 3

16
ϕ3 + · · · (9.50)

および、

hs = −1 +
(
1− ϕ

4

)4

= −ϕ+
3

8
ϕ2 +

1

16
ϕ3 − 1

256
ϕ4 (9.51)

を得る。

9.3 最低次のアインシュタイン方程式の解
(9.41)を解こう。(9.41)は、

χµν = κT µν , (9.52)

χµν := R(1)
µν − 1

2
ηµνR

(1) (9.53)

となる。
今、2階テンソルXµνに対して、

X̄µν := X(µν) −
1

2
ηµνX , X := Xσ

σ , X(µν) :=
1

2
(Xµν +Xνµ) (9.54)

とする。このとき、

X̄ = (1−D/2)X = −X (9.55)

である。D = 4は次元である。よって、対称テンソルに対して、
¯̄Xµν = Xµν −

1

2
ηµνX +

1

2
ηµνX

= Xµν (9.56)

となる。
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さて、

χµν = R̄(1)
µν (9.57)

なので、

R(1)
µν = κT̄µν (9.58)

となる。また、

R
(1)
λβ =

1

2

[
−□hλβ + ∂µ∂λh

µ
β + ∂β∂µh

µ
λ − ∂β∂λh

]
=

1

2

[
−□hλβ + 2∂µ∂(λh̄

µ
β)

]
, (9.59)

(9.60)

となる。ここでローレンス条件

∂µh̄
µ
ν = 0 (9.61)

を課すと、

□hµν = −2κT̄µν (9.62)

を得る。
さて、hµνについて 0次の近似で、

T µν = ρuµuν , ηµνu
µuν = −1 (9.63)

である。ρは質量密度で、uµは速度ベクトル場である。このとき、

T̄µν = ρ
(
uµuν +

1

2
ηµν

)
≈ 1

2
ρ · diag(1, 1, 1, 1) (9.64)

である。よって、

hµν ≈ κM

4πr
· diag(1, 1, 1, 1) = 2GM

r
· diag(1, 1, 1, 1) (9.65)

となる。これより、(9.42) を得る。

9.4 PPNパラメーター
Parametrized post-Newtonian(PPN)展開では、

h0 = −ϕ− βPPN

2
ϕ2 +O(ϕ3), (9.66)

hs = −γPPNϕ+O(ϕ2) (9.67)

である。つまり、

(α, β, a) = (1, γPPN,
βPPN

2
) (9.68)
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である。このとき、(9.40)は、

δ ≈ π
(2GM)2

L2
(α2 + αβ − a)

= π
6(GM)2

L2

2− βPPN + 2γPPN
3

≡ δGR
2− βPPN + 2γPPN

3
(9.69)

となる。一般相対論では、βPPN = γPPN = 1で、

δ ≈ δGR = π
6(GM)2

L2
(9.70)

となる。
PPN展開について詳しくは、私のノート [5]を参照のこと。また、惑星の影響による、ニュー
トン力学での近日点移動については、私のノート [6]を参照のこと。
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A hµνの3次のラグランジアン密度：一般論
L(3)を考える。今、

(i1i2i3i4) := h
µi1
µ1∂µ2h

µi2
µ3∂

µi3h
µi4
µ4 (A.1)

とする。ここで、ik = 1, 2, 3, 4であり、ik ̸= il(k ̸= l)である。L(3)は、

L(3) =
∑

(i1,i2,i3,i4)∈S4

g(i1i2i3i4)(i1i2i3i4) (A.2)

と 24項で書ける。S4は 4次の置換群である。ただし、

(1342) = (1234) , (3214) = (2341) , (3412) = (2431) , (4213) = (2143), (A.3)

(4123) = (3421) , (4231) = (3142) , (4312) = (2134) , (4321) = (3124) (A.4)

の関係があるので、16項に減らせる。よって、一般の形は、

L(3) = g1h∂αh∂
αh+ g2h∂γh

αβ∂γhαβ + g3h∂γh
αβ∂βh

γ
α + g4hαβ∂

αh∂βh

+g5hαβ∂
αhδ

γ∂
βhγ

δ + g6hαβ∂
αhγδ∂γh

β
δ + g7hαβ∂γh

αδ∂γhβ
δ + g8hαβ∂γh

αδ∂δh
βγ

+g9hαβ∂γh∂
αhβγ + g10hαβ∂γh∂

γhαβ + g11h(∂h)
α∂αh+ g12hαβ∂

βhαγ(∂h)γ

+g13hαβ∂
αh(∂h)β + g14hαβ∂γh

αβ(∂h)γ + g15h(∂h)α(∂h)
α + g16hαβ(∂h)

α(∂h)β

≡
16∑
i=1

gi[i] (A.5)

である。ここで、

(∂h)α := ∂βh
βα (A.6)

である。また、

(∂∂h) := ∂α∂βh
αβ (A.7)

とする。以下、

χµν
(2) := −2

(∂L(3)

∂hµν

− ∂λ
∂L(3)

∂(∂λhµν)

)
≡

16∑
i=1

giχ
µν
[i] (A.8)

を求め、次に

(∂χ[i])µ := ηλµ∂νχ
µν
[i] (A.9)

を求める。(8.9)は、
16∑
i=1

gi(∂χ[i])µ = −Γµαβχ
αβ
(1) ≡ Vµ (A.10)
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であり、

χαβ
(1) = 4g

[
−□hαβ + ∂α(∂h)β + ∂β(∂h)α − ∂β∂αh+ ηαβ□h− ηαβ(∂∂h)

]
, (A.11)

g :=
1

8κ
(A.12)

である。よって、

Vµ/g = −2∂µhαβ□hαβ + 4∂µhαβ∂
α(∂h)β − 2∂µhαβ∂

β∂αh

+2∂µh□h− 2∂µh(∂∂h)

+4∂αhµβ□hαβ − 4∂αhµβ∂
α(∂h)β − 4∂αhµβ∂

β(∂h)α + 4∂αhµβ∂
β∂αh

−4(∂h)µ□h+ 4(∂h)µ(∂∂h) (A.13)

となる。この式から {gi}16i=1が決まる。
{[i]}16i=1は独立ではない。今、a∂µb∂νcという量を考える。a, b, cのうちに上付き添え字µ, νも

含まれ、a∂µb∂νcはスカラーとする。このとき、

a∂µb∂νc
w
= −∂ν(a∂µb)c

= −∂νa∂µbc− a∂ν∂µbc
w
= −∂νa∂µbc+ ∂µ(ac)∂νb

= −c∂νa∂µb+ c∂µa∂νb+ a∂µc∂νb (A.14)

より、{[i]}16i=1の間に関係が付く。ただし、aµνが対称テンソルの時、

aµν∂µb∂νc
w
= −c∂νa

µν∂µb+ c∂µa
µν∂νb+ aµν∂µc∂νb

= aµν∂νc∂µb (A.15)

なので、a∂µb∂
µcや hµν∂µb∂νcのタイプの項は考えなくてよい。まず、

[3] = h∂γh
αβ∂βh

γ
α

w
= −hγ

α∂βh∂γh
αβ + hγ

α∂γh∂βh
αβ + h∂βh

αβ∂γh
γ
α

= −[9] + [13] + [15] (A.16)

である。また、

[6] = hαβ∂
αhγδ∂γh

β
δ

w
= −hβ

δ∂
αhγδ∂γhαβ + hβ

δ∂γh
γδ∂αhαβ + hαβ∂γh

γδ∂αhβ
δ

= −[8] + [16] + [12] (A.17)

である。なお、

[11] = h∂βh
βα∂αh

w
= −h∂βh

βα∂αh+ h∂αh
βα∂βh+ h∂αh

βα∂βh = [11] (A.18)
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および、

[14] = hαβ∂γh
αβ∂δh

δγ

w
= −hδγ∂γh

αβ∂δhαβ + hδγ∂δh
αβ∂γhαβ + hαβ∂δh

αβ∂γh
δγ = [14] (A.19)

である。よって、

[3] + [9]− [13]− [15]
w
= 0 , [6] + [8]− [12]− [16]

w
= 0 (A.20)

である。これより、[15], [16]を消すこともできる。
付録Cで {(∂χ[i])µ}16i=1を計算し、{gi}に課される条件式たちを求める。
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B 3次のアインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度
アインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度を hµνの 3次まで展開する。

B.1 アインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度
(7.64), (7.66), (7.67), (8.12)より、

L(3) w
= L′(3)

EH , (B.1)

L′(3)
EH/g = 4G(3) + 2hG(2) =

7∑
k=1

L̃k, (B.2)

G(3) = G(3a) +G(3b), (B.3)

4G(3a) = 4ηµν
[
(2)Γρ

γν
(1)Γγ

µρ +
(1)Γρ

γν
(2)Γγ

µρ − (2)Γρ
γρ

(1)Γγ
µν − (1)Γρ

γρ
(2)Γγ

µν

]
≡ L̃1 + L̃2 + L̃3 + L̃4, (B.4)

4G(3b) = −4hµν
[
(1)Γρ

γν
(1)Γγ

µρ − (1)Γρ
γρ

(1)Γγ
µν

]
≡ L̃5 + L̃6, (B.5)

L̃7 := 2hG(2) (B.6)

である。g = 1/(8κ)である。今、aµν , bµν , cµνを対称テンソルとし、

G1(a, b, c) := 4aµνbρσcγλΓσγνΓλµρ, (B.7)

G2(a, b, c) := 4aµνbρσcγλΓσγρΓλµν (B.8)

とすると、

L̃1 = −G1(η, h, η), (B.9)

L̃2 = −G1(η, η, h), (B.10)

L̃5 = −G1(h, η, η), (B.11)

L̃3 = G2(η, h, η), (B.12)

L̃4 = G2(η, η, h), (B.13)

L̃6 = G2(h, η, η), (B.14)

L̃7 =
1

2
h[G1(η, η, η)−G2(η, η, η)] (B.15)

となる。
まずG1(a, b, c), G2(a, b, c)を求める。定義より、

G1(a, b, c) = aµνbρσcγλ[∂γhσν + ∂νhσγ − ∂σhγν ][∂µhλρ + ∂ρhλµ − ∂λhµρ], (B.16)

G2(a, b, c) = aµνbρσcγλ[∂γhσρ + ∂ρhσγ − ∂σhγρ][∂µhλν + ∂νhλµ − ∂λhµν ]

= aµνbρσcγλ∂γhσρ[2∂µhλν − ∂λhµν ] (B.17)
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である。さらに展開すると、

G1(a, b, c) = aµνbρσcγλ∂γhσν∂µhλρ + aµνbρσcγλ∂γhσν∂ρhλµ − aµνbρσcγλ∂γhσν∂λhµρ

+aµνbρσcγλ∂νhσγ∂µhλρ + aµνbρσcγλ∂νhσγ∂ρhλµ − aµνbρσcγλ∂νhσγ∂λhµρ

−aµνbρσcγλ∂σhγν∂µhλρ − aµνbρσcγλ∂σhγν∂ρhλµ + aµνbρσcγλ∂σhγν∂λhµρ, (B.18)

G2(a, b, c) = 2aµνbρσcγλ∂γhσρ∂µhλν − aµνbρσcγλ∂γhσρ∂λhµν (B.19)

である。
よって、

G1(η, η, η) = ∂γh
µ
σ ∂µh

γσ + ∂γhσµ∂
σhγµ − ∂γhσµ∂

γhµσ

+∂µhσγ∂µh
γσ + ∂µhσγ∂

σhγ
µ − ∂µhσγ∂

γhµσ

−∂σhγµ∂µhγσ − ∂σhγµ∂
σhγµ + ∂σhγµ∂

γhµσ

= (2′) + (2′)− (1) + (1) + (2′)− (2′)− (2′)− (1) + (2′)

= 2(2′)− (1) (B.20)

となる。ここで、

(1) := ∂αhµν∂
αhµν , (B.21)

(2) := ∂µh
µν∂σh

σ
ν

w
= (2′), (B.22)

(3) := ∂µh
µν∂νh, (B.23)

(4) := ∂µh∂
µh, (B.24)

(2′) := ∂σh
ν
µ ∂νh

µσ (B.25)

である。また、

G2(η, η, η) = 2∂γh∂µh
γµ − ∂γh∂

γh

= 2(3)− (4) (B.26)

である。よって、

G(2) =
1

4
[G1(η, η, η)−G2(η, η, η)]

=
1

4
[−(1) + 2(2′)− 2(3) + (4)] (B.27)

となる。
また、

L̃7 = h[−1

2
(1) + (2′)− (3) +

1

2
(4)]

= −1

2
[2] + [3]− [11] +

1

2
[1] (B.28)

である。
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また、

G1(η, h, η) = hρσ∂λhσµ∂
µhλρ + hρσ∂γhσµ∂ρh

γµ − hρσ∂γh
µ
σ ∂γhµρ

+hρσ∂µhσγ∂µh
γ
ρ + hρσ∂µhσγ∂ρh

γµ − hρσ∂µhσγ∂
γhµρ

−hρσ∂σh
γµ∂µhγρ − hρσ∂σhγµ∂ρh

γµ + hρσ∂σh
γµ∂γhµρ

= [8] + [6]− [7] + [7] + [6]− [8]− [6]− [5] + [6]

= −[5] + 2[6] (B.29)

および、

G2(η, h, η) = 2hρσ∂γhσρ(∂h)
γ − hρσ∂γhσρ∂

γh

= 2[14]− [10] (B.30)

である。また、

G1(η, η, h) = hγλ∂γh
σµ∂µhλσ + hγλ∂γh

σµ∂σhλµ − hγλ∂γh
σµ∂λhµσ

+hγλ∂µhσ
γ∂µhλσ + hγλ∂µhσγ∂

σhλµ − hγλ∂µhσγ∂λh
µσ

−hγλ∂σhγµ∂
µhλσ − hγλ∂σhγµ∂

σh µ
λ + hγλ∂σhγµ∂λh

µσ

= [6] + [6]− [5] + [7] + [8]− [6]− [8]− [7] + [6]

= −[5] + 2[6] (B.31)

および、

G2(η, η, h) = 2hγλ∂γh(∂h)λ − hγλ∂γh∂λh

= 2[13]− [4] (B.32)

となる。また、

G1(η, η, h) = hµν∂γhσν∂µh
γσ + hµν∂γhσν∂

σhγµ − hµν∂γhσν∂
γh σ

µ

+hµν∂νhσγ∂µh
γσ + hµν∂νh

σγ∂σhγµ − hµν∂νh
σγ∂γhµσ

−hµν∂σhγν∂µh
γσ − hµν∂σhγν∂

σhγ
µ + hµν∂σhγν∂

γhµσ

= [6] + [8]− [7] + [5] + [6]− [6]− [6]− [7] + [8]

= [5]− 2[7] + 2[8] (B.33)

および、

G2(η, η, h) = 2hµν∂γh∂µhγν − hµν∂γh∂γhµν

= 2[9]− [10] (B.34)
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となる。よって、
L̃1 = [5]− 2[6], (B.35)

L̃2 = [5]− 2[6], (B.36)

L̃5 = −[5] + 2[7]− 2[8], (B.37)

L̃3 = 2[14]− [10], (B.38)

L̃4 = 2[13]− [4], (B.39)

L̃6 = 2[9]− [10], (B.40)

L̃7 = −1

2
[2] + [3]− [11] +

1

2
[1] (B.41)

を得る。以上より、

L′(3)
EH/g =

7∑
k=1

L̃k

=
1

2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [4] + [5]− 4[6] + 2[7]− 2[8] + 2[9]− 2[10]

−[11] + 2[13] + 2[14] (B.42)

を得る。
文献 [7]には、背景時空の周りで、アインシュタイン・ヒルベルトのラグランジアン密度を 4

次まで展開した表式が載っている。

B.2 ファインマンのラグランジアン密度
[1]によると、

L(3) w
= −g

[
hαβh̄γδ∂γ∂δh̄αβ + h β

γ hγα□h̄αβ − 2hαβh δ
β ∂γ∂δh̄

γ
α

+2h̄αβ(∂h̄)
α(∂h̄)β +

1

2
hαβh

αβ∂γ∂δh̄
γδ +

1

4
hh∂γ∂δh̄

γδ
]

≡ L(3)
Feynman (B.43)

である。ここで、
hαβh̄γδ∂γ∂δh̄αβ

w
= −∂δ(h

αβh̄γδ)∂γh̄αβ

= −h̄γδ∂δh
αβ∂γh̄αβ − hαβ(∂h̄)γ∂γh̄αβ

= −hγδ∂δh
αβ∂γhαβ +

1

2
h∂γhαβ∂γhαβ +

1

2
hγδ∂δh∂γh− 1

4
h∂αh∂

αh

−hαβ(∂h)γ∂γhαβ +
1

2
hαβ∂γh∂γhαβ +

1

2
h(∂h)γ∂γh− 1

4
h∂γh∂γh

= −[5] +
1

2
[2] +

1

2
[4]− 1

2
[1]− [14] +

1

2
[10] +

1

2
[11], (B.44)

h β
γ hγα□h̄αβ

w
= −∂δ(h

β
γ hγα)∂δh̄αβ

= −hγα∂δh
β
γ ∂δh̄αβ − h β

γ ∂δh
γα∂δh̄αβ

= −hγα∂δh
β
γ ∂δhαβ +

1

2
hγα∂δhγα∂

δh− h β
γ ∂δh

γα∂δhαβ +
1

2
hγα∂δh

γα∂δh

= −2[7] + [10], (B.45)

34



−2hαβh δ
β ∂γ∂δh̄

γ
α

w
= 2∂γ(h

αβh δ
β )∂δh̄

γ
α

= 2h δ
β ∂γh

αβ∂δh̄
γ
α + 2hαβ∂γh

δ
β ∂δh̄

γ
α

= 2h δ
β ∂γh

αβ∂δh
γ
α − h δ

β (∂h)
β∂δh+ 2hαβ∂γh

δ
β ∂δh

γ
α − hαβ∂αh

δ
β ∂δh

= 2[6]− [13] + 2[8]− [9], (B.46)

2h̄αβ(∂h̄)
α(∂h̄)β = 2h̄αβ(∂h)

α(∂h)β − 2h̄αβ(∂h)
α∂βh+

1

2
h̄αβ∂

αh∂βh

= 2hαβ(∂h)
α(∂h)β − h(∂h)α(∂h)α − 2hαβ(∂h)

α∂βh+ h(∂h)α∂αh

+
1

2
hαβ∂

αh∂βh− 1

4
h∂αh∂αh

= 2[16]− [15]− 2[13] + [11] +
1

2
[4]− 1

4
[1], (B.47)

1

2
hαβh

αβ∂γ∂δh̄
γδ w

= −1

2
∂γ(hαβh

αβ)∂δh̄
γδ

= −hαβ∂γh
αβ(∂h̄)γ

= −hαβ∂γh
αβ(∂h)γ +

1

2
hαβ∂γh

αβ∂γh

= −[14] +
1

2
[10], (B.48)

1

4
hh∂γ∂δh̄

γδ w
= −1

2
h∂γh(∂h)

γ +
1

4
h∂γh∂

γh

= −1

2
[11] +

1

4
[1] (B.49)

である。よって、

L(3)
Feynman/g

w
=

1

2
[1]− 1

2
[2]− [4] + [5]− 2[6] + 2[7]− 2[8] + [9]− 2[10]

−[11] + 3[13] + 2[14] + [15] − 2[16] (B.50)

を得る。また、(A.20)より、

L(3)
Feynman/g

w
=

1

2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [4] + [5]− 2[6] + 2[7]− 2[8] + 2[9]− 2[10]

−[11] + 2[13] + 2[14] − 2[16]

w
=

1

2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [4] + [5]− 4[6] + 2[7]− 4[8] + 2[9]− 2[10]

−[11] + 2[12] + 2[13] + 2[14] (B.51)

である。(B.42)より、

L′(3)
EH/g =

1

2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [4] + [5]− 4[6] + 2[7]− 2[8] + 2[9]− 2[10]

−[11] + 2[13] + 2[14]

なので、

L(3)
Feynman/g −L′(3)

EH/g
w
= 2[8] + 2[12] (B.52)

である。これは全微分の形ではない。おそらくファインマンが間違っている。
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B.3 他の文献
文献 [8]では、付録Aの方法で 3次のラグランジアン密度を計算しているようである。結果
は、(B.42)の右辺と一致している。
文献 [9]は付録Aの方法で 3次のラグランジアン密度を計算し、

L(3)/g
w
=

1

2
[1]− 1

2
[2]− [4] + [5]− 4[6] + 2[7]− 2[8] + [9]− 2[10]

−[11] + 3[13] + 2[14] + [15]

≡ L(3)
Lopez−Pinto/g (B.53)

を得ている。これは、

L(3)
Lopez−Pinto/g

w
=

1

2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [4] + [5]− 4[6] + 2[7]− 2[8] + 2[9]− 2[10]

−[11] + 2[13] + 2[14]

= L′(3)
EH/g (B.54)

となる。
文献 [10]では、h̄µνの 3次のラグランジアン密度を独自の方法で決定している。結果は、(A.5)
で hµνを h̄µνで置き換えた形であり、

g

2

[1
2
[4]′ − [5]′ + 2[7]′ − 2[8]′ − [10]′

]
≡ L(3)

Kimura (4次元時空) (B.55)

となる8)。[k]′は [k]で hµνを h̄µνで置き換えたものである。上式は、

L(3)
Kimura/g =

1

2

[1
2
[1]− 1

2
[2] + [3]− [5] + 2[7]− 2[8] + 2[9]− 2[10]− [11]

]
(B.56)

とも書ける9)。なお、

L(3)
Kimura ̸= L′(3)

EH , 2L(3)
Kimura ̸= L′(3)

EH (B.57)

である。

8)左辺の g/2は gの方が自然な気がするが…。
9)D次元時空では、

[4]′ =
(D − 2

2

)2(
[4]− 1

2
[1]

)
, [5]′ = [5] +

D − 4

4
[4]− 1

2
[2]− 1

2

D − 4

4
[1],

[7]′ = [7]− [10] +
1

4
[1]− 1

2
[2]− 1

2

D − 4

4
[1] , [8]′ = [8]− [9] +

1

4
[4]− 1

2
[3] +

1

2
[11]− 1

8
[1],

[10]′ = −D − 2

2

(
[10] +

D − 4

4
[1]

)
となることを用いた。
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C hµνの3次のラグランジアン密度：具体的な計算
hµνの 3次のラグランジアン密度を決定する。
本章の参考文献は [9]である。本章には、まだミスが残っている可能性がある。
以下では、

χµν
[i] = Aµν

=
1

2
(Aµν + Aνµ) (C.1)

のような書き方をする。つまり、1つ目の等号では µ, νが対称化されているとは限らないが、2

つ目の等号では必ず対称化されている。また、(∂∂h) = ∂α∂βh
αβとする。さて、

χµν
[1] = ηµν [−2∂αh∂

αh+ 4∂α(h∂
αh)]

= ηµν [2∂αh∂
αh+ 4h□h], (C.2)

χµν
[2] = −2ηµν∂γh

αβ∂γhαβ + 4∂γ(h∂
γhµν)

= −2ηµν∂γh
αβ∂γhαβ + 4∂γh∂

γhµν + 4h□hµν , (C.3)

χµν
[3] = −2ηµν∂γh

αβ∂βh
γ
α + 2∂γ(h∂

νhγµ) + 2∂β(h∂
µhνβ)

= −2ηµν∂γh
αβ∂βh

γ
α + 2∂γh∂

νhγµ + 2∂γh∂
µhγν + 2h∂µ(∂h)ν + 2h∂ν(∂h)µ, (C.4)

χµν
[4] = −2∂µh∂νh+ 4ηµν∂α(h

αβ∂βh)

= −2∂µh∂νh+ 4ηµν [(∂h)α∂αh+ hαβ∂α∂βh], (C.5)

χµν
[5] = −2∂µhαβ∂νhαβ + 4∂α(h

αβ∂βh
µν)

= −2∂µhαβ∂νhαβ + 4(∂h)α∂αh
µν + 4hαβ∂α∂βh

µν , (C.6)

χµν
[6] = −∂µhγδ∂γh

ν
δ − ∂νhγδ∂γh

µ
δ + 2∂α(h

αβ∂µh ν
β ) + 2∂γ(h

µα∂αh
γν)

= −∂µhγδ∂γh
ν
δ − ∂νhγδ∂γh

µ
δ + (∂h)α∂µh ν

α + (∂h)α∂νh µ
α + hαβ∂α∂

µh ν
β + hαβ∂α∂

νh µ
β

+2∂γh
µα∂αh

γν + hµα∂α(∂h)
ν + hνα∂α(∂h)

µ, (C.7)

χµν
[7] = −2∂γh

µδ∂γhν
δ + 4∂γ(h

µ
β∂

γhβν)

= −2∂γh
µδ∂γhν

δ + 4∂γh
µ
β∂

γhβν + 2hµ
β□hβν + 2hν

β□hβµ, (C.8)

χµν
[8] = −2∂γh

µδ∂δh
νγ + 4∂γ(h

µ
β∂

νhβγ)

= −2∂γh
µδ∂δh

νγ + 2∂γh
µ
β∂

νhβγ + 2∂γh
ν
β∂

µhβγ + 2hµ
β∂

ν(∂h)β + 2hν
β∂

µ(∂h)β, (C.9)

χµν
[9] = −2(∂γh∂

µhνγ) + 2ηµν∂γ(hαβ∂
αhβγ) + 2∂α(h

αµ∂νh)

= −∂γh∂
µhνγ − ∂γh∂

νhµγ + 2ηµν [∂γhαβ∂
αhβγ + hαβ∂α(∂h)β]

+(∂h)µ∂νh+ (∂h)ν∂µh+ hαµ∂α∂
νh+ hαν∂α∂

µh, (C.10)

χµν
[10] = −2∂γh∂

γhµν + 2ηµν∂γ(hαβ∂
γhαβ) + 2∂γ(h

µν∂γh)

= 2ηµν [∂γhαβ∂
γhαβ + hαβ□hαβ] + 2hµν□h, (C.11)
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χµν
[11] = −2ηµν(∂h)α∂αh+ 2∂µ(h∂νh) + 2ηµν∂α[h(∂h)

α]

= 2∂µh∂νh+ 2h∂µ∂νh+ 2ηµνh(∂∂h), (C.12)

χµν
[12] = −2∂µhνγ(∂h)γ + 2∂β[h

µβ(∂h)ν ] + 2∂µ(hαβ∂βh
ν
α)

= −∂µhνγ(∂h)γ − ∂νhµγ(∂h)γ + 2(∂h)µ(∂h)ν + hµβ∂β(∂h)
ν + hνβ∂β(∂h)

µ

+∂µhαβ∂βh
ν
α + ∂νhαβ∂βh

µ
α + hαβ∂β∂

µhν
α + hαβ∂β∂

νhµ
α, (C.13)

χµν
[13] = −2∂µh(∂h)ν + 2ηµν∂α[h

αβ(∂h)β] + 2∂µ(hαν∂αh)

= −∂µh(∂h)ν − ∂νh(∂h)µ + 2ηµν [(∂h)α(∂h)α + hαβ∂α(∂h)β]

+∂µhαν∂αh+ ∂νhαµ∂αh+ hαν∂µ∂αh+ hαµ∂ν∂αh, (C.14)

χµν
[14] = −2∂γh

µν(∂h)γ + 2∂γ[h
µν(∂h)γ] + 2∂µ(hαβ∂

νhαβ)

= 2hµν(∂∂h) + 2∂µhαβ∂
νhαβ + 2hαβ∂

µ∂νhαβ, (C.15)

χµν
[15] = −2ηµν(∂h)α(∂h)

α + 4∂µ[h(∂h)ν ]

= −2ηµν(∂h)α(∂h)
α + 2∂µh(∂h)ν + 2∂νh(∂h)µ + 2h∂µ(∂h)ν + 2h∂ν(∂h)µ, (C.16)

χµν
[16] = −2(∂h)µ(∂h)ν + 4∂µ[hνα(∂h)α]

= −2(∂h)µ(∂h)ν + 2∂µhνα(∂h)α + 2∂νhµα(∂h)α

+2hνα∂µ(∂h)α + 2hµα∂ν(∂h)α (C.17)

である。また、

(∂χ[1])µ = ∂µ[2∂αh∂
αh+ 4h□h]

= 4∂αh∂µ∂
αh+ 4∂µh□h+ 4h∂µ□h, (C.18)

(∂χ[2])µ = −2∂µ[∂γhαβ∂
γhαβ] + 4∂ν(∂γh∂

γh ν
µ ) + 4∂ν(h□h ν

µ )

= −4∂γhαβ∂µ∂
γhαβ + 4∂ν∂γh∂

γh ν
µ + 4∂γh∂

γ(∂h)µ

+4∂νh□h ν
µ + 4h□(∂h)µ, (C.19)

(∂χ[3])µ = −2∂µ∂γh
αβ∂βh

γ
α − 2∂γh

αβ∂µ∂βh
γ
α + 2∂ν∂γh∂

νhγ
µ + 2∂γh□hγ

µ

+2∂ν∂γh∂µh
γν + 2∂γh∂µ(∂h)

γ + 2∂νh∂µ(∂h)
ν + 2h∂µ(∂∂h)

+2∂νh∂
ν(∂h)µ + 2h□(∂h)µ

= −2∂µ∂γh
αβ∂βh

γ
α − 2∂γh

αβ∂µ∂βh
γ
α + 2∂ν∂γh∂

νhγ
µ + 2∂γh□hγ

µ

+2∂ν∂γh∂µh
γν + 4∂γh∂µ(∂h)

γ + 2h∂µ(∂∂h)

+2∂νh∂
ν(∂h)µ + 2h□(∂h)µ, (C.20)

(∂χ[4])µ = −2∂ν(∂µh∂
νh) + 4∂µ[(∂h)

α∂αh+ hαβ∂α∂βh]

= −2∂ν∂µh∂
νh− 2∂µh□h+ 4∂µ(∂h)

α∂αh+ 4(∂h)α∂µ∂αh

+4∂µh
αβ∂α∂βh+ 4hαβ∂µ∂α∂βh, (C.21)

(∂χ[5])µ = ∂ν [−2∂µh
αβ∂νhαβ + 4(∂h)α∂αh

ν
µ + 4hαβ∂α∂βh

ν
µ ]

= −2∂ν∂µh
αβ∂νhαβ − 2∂µh

αβ□hαβ + 4∂ν(∂h)
α∂αh

ν
µ + 4(∂h)α∂α(∂h)µ

+4∂νh
αβ∂α∂βh

ν
µ + 4hαβ∂α∂β(∂h)µ, (C.22)
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(∂χ[6])µ = −∂ν∂µh
γδ∂γh

ν
δ − ∂µh

γδ∂γ(∂h)δ −□hγδ∂γhµδ − ∂νhγδ∂ν∂γhµδ

+∂ν(∂h)
α∂µh

ν
α + (∂h)α∂µ(∂h)α + ∂ν(∂h)

α∂νhαµ + (∂h)α□hαµ

+∂νh
αβ∂α∂µh

ν
β + hαβ∂α∂µ(∂h)β + ∂νh

αβ∂α∂
νhβµ + hαβ∂α□hβµ

+2∂ν∂γh
α
µ ∂αh

γν + 2∂γh
α
µ ∂α(∂h)

γ + ∂νh
α
µ ∂α(∂h)

ν + h α
µ ∂α(∂∂h)

+(∂h)α∂α(∂h)µ + hνα∂ν∂α(∂h)µ

= −∂ν∂µh
γδ∂γh

ν
δ −□hγδ∂γhµδ − ∂νhγδ∂ν∂γhµδ

+(∂h)α∂µ(∂h)α + ∂ν(∂h)
α∂νhαµ + (∂h)α□hαµ

+∂νh
αβ∂α∂µh

ν
β + hαβ∂α∂µ(∂h)β + ∂νh

αβ∂α∂
νhβµ + hαβ∂α□hβµ

+2∂ν∂γh
α
µ ∂αh

γν + 3∂γh
α
µ ∂α(∂h)

γ + h α
µ ∂α(∂∂h)

+hνα∂ν∂α(∂h)µ, (C.23)

(∂χ[7])µ = −2∂ν∂γh
δ
µ ∂

γhν
δ − 2∂γh

δ
µ ∂

γ(∂h)δ + 4∂ν∂γhµβ∂
γhβν + 4∂γhµβ∂

γ(∂h)β

+2∂νhµβ□hβν + 2hµβ□(∂h)β + 2(∂h)β□hβ
µ + 2hν

β∂ν□hβ
µ

= −2∂ν∂γh
δ
µ ∂

γhν
δ + 4∂ν∂γhµβ∂

γhβν + 2∂γhµβ∂
γ(∂h)β

+2∂νhµβ□hβν + 2hµβ□(∂h)β + 2(∂h)β□hβ
µ + 2hν

β∂ν□hβ
µ, (C.24)

(∂χ[8])µ = −2∂ν∂γh
δ
µ ∂δh

νγ − 2∂γh
δ
µ ∂δ(∂h)

γ + 2∂ν∂γhµβ∂
νhβγ + 2∂γhµβ□hβγ

+2∂γ(∂h)β∂µh
βγ + 2∂γh

ν
β∂ν∂µh

βγ + 2∂νhµβ∂
ν(∂h)β + 2hµβ□(∂h)β

+2(∂h)β∂µ(∂h)
β + 2hν

β∂ν∂µ(∂h)
β, (C.25)

(∂χ[9])µ = 2∂µ∂γhαβ∂
αhβγ + 2∂γhαβ∂µ∂

αhβγ + 2∂µh
αβ∂α(∂h)β + 2hαβ∂µ∂α(∂h)β

−∂ν∂γh∂µh
νγ − ∂γh∂µ(∂h)

γ − ∂ν∂γh∂
νh γ

µ − ∂γh□h γ
µ

+∂ν(∂h)µ∂
νh+ (∂h)µ□h+ (∂∂h)∂µh+ (∂h)ν∂ν∂µh

+∂νh
α
µ∂α∂

νh+ hα
µ∂α□h+ (∂h)α∂α∂µh+ hαν∂ν∂α∂µh

= 2∂µ∂γhαβ∂
αhβγ + 2∂γhαβ∂µ∂

αhβγ + 2∂µh
αβ∂α(∂h)β + 2hαβ∂µ∂α(∂h)β

−∂ν∂γh∂µh
νγ − ∂γh∂µ(∂h)

γ − ∂γh□h γ
µ

+∂ν(∂h)µ∂
νh+ (∂h)µ□h+ (∂∂h)∂µh+ 2(∂h)ν∂ν∂µh

+hα
µ∂α□h+ hαν∂ν∂α∂µh, (C.26)

(∂χ[10])µ = 4∂γhαβ∂µ∂
γhαβ + 2∂µhαβ□hαβ + 2hαβ∂µ□hαβ

+2(∂h)µ□h+ 2hν
µ∂ν□h, (C.27)

(∂χ[11])µ = 2∂ν∂µh∂
νh+ 2∂µh□h+ 2∂νh∂µ∂

νh+ 2h∂µ□h+ 2∂µh(∂∂h) + 2h∂µ(∂∂h)

= 4∂νh∂ν∂µh+ 2∂µh□h+ 2h∂µ□h+ 2∂µh(∂∂h) + 2h∂µ(∂∂h), (C.28)
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(∂χ[12])µ = −∂µ(∂h)
γ(∂h)γ − ∂µh

νγ∂ν(∂h)γ −□h γ
µ (∂h)γ − ∂νh γ

µ ∂ν(∂h)γ

+2∂ν(∂h)µ(∂h)
ν + 2(∂h)µ(∂∂h) + ∂νh

β
µ ∂β(∂h)

ν + h β
µ ∂β(∂∂h)

+(∂h)β∂β(∂h)µ + hνβ∂ν∂β(∂h)µ + ∂ν∂µh
αβ∂βh

ν
α + ∂µh

αβ∂β(∂h)α

+□hαβ∂βhµα + ∂νhαβ∂ν∂βhµα + ∂νh
αβ∂β∂µh

ν
α + hαβ∂β∂µ(∂h)α

+∂νh
αβ∂β∂

νhµα + hαβ∂β□hµα

= −∂µ(∂h)
γ(∂h)γ −□h γ

µ (∂h)γ − ∂νh γ
µ ∂ν(∂h)γ

+3∂ν(∂h)µ(∂h)
ν + 2(∂h)µ(∂∂h) + ∂νh

β
µ ∂β(∂h)

ν + h β
µ ∂β(∂∂h)

+hνβ∂ν∂β(∂h)µ + 2∂ν∂µh
αβ∂βh

ν
α

+□hαβ∂βhµα + 2∂νhαβ∂ν∂βhµα + hαβ∂β∂µ(∂h)α

+hαβ∂β□hµα, (C.29)

(∂χ[13])µ = 4(∂h)α∂µ(∂h)α + 2∂µh
αβ∂α(∂h)β + 2hαβ∂µ∂α(∂h)β

−∂ν∂µh(∂h)
ν − ∂µh(∂∂h)−□h(∂h)µ − ∂νh∂ν(∂h)µ

+∂µ(∂h)
α∂αh+ ∂µh

αν∂ν∂αh+□hα
µ∂αh+ ∂νhα

µ∂ν∂αh

+(∂h)α∂µ∂αh+ hαν∂ν∂µ∂αh+ ∂νh
α
µ∂

ν∂αh+ hα
µ□∂αh

= 4(∂h)α∂µ(∂h)α + 2∂µh
αβ∂α(∂h)β + 2hαβ∂µ∂α(∂h)β

−∂ν∂µh(∂h)
ν − ∂µh(∂∂h)−□h(∂h)µ − ∂νh∂ν(∂h)µ

+∂µ(∂h)
α∂αh+ ∂µh

αν∂ν∂αh+□hα
µ∂αh+ 2∂νhα

µ∂ν∂αh

+(∂h)α∂µ∂αh+ hαν∂ν∂µ∂αh+ hα
µ□∂αh, (C.30)

(∂χ[14])µ = 2(∂h)µ(∂∂h) + 2h ν
µ ∂ν(∂∂h) + 2∂ν∂µhαβ∂

νhαβ + 2∂µhαβ□hαβ

+2∂νhαβ∂µ∂
νhαβ + 2hαβ∂µ□hαβ

= 2(∂h)µ(∂∂h) + 2h ν
µ ∂ν(∂∂h) + 4∂νhαβ∂ν∂µhαβ + 2∂µhαβ□hαβ

+2hαβ∂µ□hαβ, (C.31)

(∂χ[15])µ = −4(∂h)α∂µ(∂h)
α + 2∂ν∂µh(∂h)

ν + 2∂µh(∂∂h)

+2□h(∂h)µ + 2∂νh∂ν(∂h)µ + 2∂νh∂µ(∂h)
ν + 2h∂µ(∂∂h)

+2∂νh∂
ν(∂h)µ + 2h□(∂h)µ

= −4(∂h)α∂µ(∂h)
α + 2∂ν∂µh(∂h)

ν + 2∂µh(∂∂h)

+2□h(∂h)µ + 4∂νh∂ν(∂h)µ + 2∂νh∂µ(∂h)
ν + 2h∂µ(∂∂h)

+2h□(∂h)µ, (C.32)

(∂χ[16])µ = −2∂ν(∂h)µ(∂h)
ν − 2(∂h)µ(∂∂h) + 2∂µ(∂h)

α(∂h)α + 2∂µh
να∂ν(∂h)α

+2□h α
µ (∂h)α + 2∂νh α

µ ∂ν(∂h)α + 2(∂h)α∂µ(∂h)α + 2hνα∂ν∂µ(∂h)α

+2∂νh
α
µ ∂ν(∂h)α + 2h α

µ □(∂h)α

= −2∂ν(∂h)µ(∂h)
ν − 2(∂h)µ(∂∂h) + 2∂µh

να∂ν(∂h)α

+2□h α
µ (∂h)α + 4∂νh α

µ ∂ν(∂h)α + 4(∂h)α∂µ(∂h)α + 2hνα∂ν∂µ(∂h)α

+2h α
µ □(∂h)α (C.33)
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である。
•を項とし、

16∑
i=1

gi(∂χ[i])µ =
∑
•

C(•)• (C.34)

と置く。C(•)は係数である。34種類の項があるが、そのうち 20種類について係数を調べてみる：

C(∂µhαβ□hαβ) = −2g5 + 2g10 + 2g14 = −2g, (C.35)

C(hαβ∂µ□hαβ) = 2g10 + 2g14 = 0, (C.36)

C(∂µh□h) = 4g1 − 2g4 + 2g11 = 2g, (C.37)

C(h∂µ□h) = 4g1 + 2g11 = 0, (C.38)

C((∂h)µ□h) = g9 + 2g10 − g13 + 2g15 = −4g, (C.39)

C(∂αhµβ□hαβ) = −g6 + 2g7 + 2g8 + g12 = 4g, (C.40)

C(∂αh□hα
µ) = 4g2 + 2g3 − g9 + g13 = 0, (C.41)

C(h□(∂h)µ) = 4g2 + 2g3 + 2g15 = 0, (C.42)

C((∂h)µ(∂∂h)) = 2g12 + 2g14 − 2g16 = 4g, (C.43)

C(∂µh(∂∂h)) = g9 + 2g11 − g13 + 2g15 = −2g, (C.44)

C(∂µhαβ∂
α(∂h)β) = 2g8 + 2g9 + 2g13 + 2g16 = 4g, (C.45)

C(∂αhµβ∂
α(∂h)β) = g6 + 2g7 + 2g8 − g12 + 4g16 = −4g, (C.46)

C(∂βhµα∂
α(∂h)β) = 4g5 + 3g6 − 2g8 + g12 = −4g, (C.47)

C((∂h)α∂µ(∂h)α) = g6 + 2g8 − g12 + 4g13 − 4g15 + 4g16 = 0, (C.48)

C(h∂µ(∂∂h)) = 2g3 + 2g11 + 2g15 = 0, (C.49)

C(∂µh
αβ∂α∂βh) = 2g3 + 4g4 − g9 + g13 = −2g, (C.50)

C(∂αhβ
µ∂α∂βh) = 4g2 + 2g3 + 2g13 = 4g, (C.51)

C(∂αh∂
α∂µh) = 4g1 − 2g4 + 4g11 = 0, (C.52)

C(∂αh∂α(∂h)µ) = 4g2 + 2g3 + g9 − g13 + 4g15 = 0, (C.53)

C(hαβ∂µ∂α∂βh) = 4g4 + g9 + g13 = 0. (C.54)

アインシュタイン・ヒルベルト作用から求めたラグランジアン密度 (B.42)と [9]のラグランジ
アン密度 (B.53)は、これらを全て満たす。ファインマンの結果 (B.50), (B.51)は、これらのう
ち 6つを満たさない。
金星人の立場では、上の連立方程式を解く必要があるが、この記事ではその作業は省略する。
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