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概 要
ラグランジアン密度 Lのオイラー・ラグランジュ微分が 0であれば、Lは全微分 ∂µK

µの形に書
けることを示す。

1 証明
ラグランジアン密度 L = L(ψA, ∂µψA;x)に対して、0 ≤ s ≤ 1に対して、

LA(s) :=
( ∂L
∂ψA

)
s
− ∂µ

( ∂L
∂(∂µψA)

)
s
= 0 (1.1)

を仮定する。ここで、

(X)s := X
∣∣∣
ψA→sψA,∂µψA→s∂µψA

(1.2)

である。いま、

Ls := L(sψA, s∂µψA;x) (1.3)

を sで微分すると、
dLs
ds

= ψA
( ∂L
∂ψA

)
s
+ ∂µψ

A
( ∂L
∂(∂µψA)

)
s

= ψALA(s) + ∂µ

[
ψA

( ∂L
∂(∂µψA)

)
s

]
(1.4)

であり、これと仮定 (1.1)より、

L = L(0, 0;x) + ∂µK
µ, (1.5)

Kµ := ψA
∫ 1

0
ds

( ∂L
∂(∂µψA)

)
s

(1.6)

を得る。L(0, 0;x) = 0ならこれで証明終わり。
L(0, 0;x) ̸= 0なら、

f(x) := L(0, 0;x) (1.7)

とすると、

f(x) = ∂µR
µ(x), Rµ := xµ

∫ 1

0
ds sD−1f(sx) (1.8)
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である。Dは時空次元である。実際、

∂µR
µ =

∫ 1

0
ds

[
DsD−1f(sx) + xµsDfµ(sx)

]
=

∫ 1

0
ds

[
DsD−1f(sx) + sD

d

ds
f(sx)

]
=

[
sDf(sx)

]1
0

= f(x) (1.9)

である。よって、

L = ∂µ(K
µ +Rµ) (1.10)

となる。
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