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Abstract

この記事は、数理物理Advent Calendar 2020の 14日目の記事である。まず、ゲージ理
論における共変微分を解説する。次に共変微分を使って書かれたオイラー・ラグランジュ方
程式を解説する。最後に、共変解析力学と 2020年の論文 [2]で提案された 2重共変解析力
学を解説する。2重共変解析力学の正準方程式は、

DϕA = (−1)(p+1)q ∂H

∂πA
, (0.1)

DπA = −(−1)p
∂H

∂ϕA
(0.2)

である。ここで、ϕAは p形式であり、

πA :=
∂L(ϕ,Dϕ)

∂DϕA
(0.3)

は q形式である (q := D− p− 1, Dは時空の次元)。L(ϕ,Dϕ)はラグランジアン密度に体積
形式をかけたものであり、ラグランジアン形式と呼ばれる。DϕA, DπAは共変微分である。
また、

H(ϕ, π) := DϕA ∧ πA − L(ϕ,Dϕ) (0.4)

はラグランジアン形式 L(ϕ,Dϕ)のルジャンドル変換である。
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1 共変微分
この章は [1]を参考にした。

1.1 導入

ラグランジアン密度L0(ψ, ∂µψ)が、場の量の組 {ψA}NA=1の大域的変換

ψ′(x) = T (ε)ψ(x) , ψ = t(ψ1, · · · , ψN) (1.1)

で不変だと仮定する。T (ε)はある線形リー群Gの表現である。ただし、ε = {εr}r=1,··· ,nは実パ
ラメーターの組で、すべての rに対して εr = 0のときが恒等変換に対応する。微小変換は、

δψ := ψ′ − ψ = εrGrψ (1.2)

である。ただし、Grは群Gのリー代数の基底の表現である。Grの交換関係は、

[Gr, Gs] = f t
rsGt (1.3)

となる。f t
rs(= −f t

sr)は構造定数と呼ばれる実定数である。
このとき、

Dµψ := ∂µψ +Aµψ (1.4)

という量を導入する。これを共変微分と呼ぶ。Aµは以下の変換則が成り立つように決める：

D′
µψ

′ := ∂µψ
′ +A′

µψ
′ = T (ε(x))Dµψ. (1.5)

ここで、ψ′ = T (ε(x))ψである。このとき、L0(ψ,Dµψ)はゲージ不変である。
(1.5)より、

A′
µ = TAµT

−1 − ∂µT · T−1 (1.6)

を得る。ところで、上式の右辺第 2項は、

−∂µT · T−1 = arµGr (1.7)

と書ける [1]。arµは実数である。いま、

A(0)
µ := Ar

µGr, (1.8)

A(1)
µ := Aµ −A(0)

µ (1.9)

とおく。A
(1)
µ はGrの線形結合では書けない部分である。これらはそれぞれ、

A(0)′
µ = TA(0)

µ T−1 − ∂µT · T−1, (1.10)

A(1)′
µ = TA(1)

µ T−1 (1.11)

と変換する。A
(1)
µ は、(1.5)を満たすためには不要であり、0であっても困ることはない。よっ

て、A
(1)
µ = 0とおく。このとき、

Dµψ = ∂µψ + Ar
µGrψ (1.12)

となる。Ar
µがゲージ場である。
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1.2 一般の共変微分

一般に、微小変換 (1.2)に伴い場の組 {ϕA}が、

ϕ′A = ϕA + εr(Gr)
A
Bϕ

B (1.13)

と変換するとき、共変微分を、

(Dµϕ)
A := ∂µϕ

A + Ar
µ(Gr)

A
Bϕ

B (1.14)

と定める。
さて、{ψA}が微分形式で、微小変換 (1.2)に伴い

ψ′A = ψA + εr(Gr)
A
Bψ

B (1.15)

と変換するとき、微分形式で書いた共変微分は、

DψA := dψA + Ar(Gr)
A
B ∧ ψB (1.16)

である。ここで、

Ar = Ar
µdx

µ (1.17)

はゲージ場を表す 1形式である。

1.3 共役形式の共変微分

微分 p形式 β (p = 0, 1, · · · , D)が微分形式の組 {αi}i=1,··· ,kで表されていると仮定する。もし
変分 δαiの下で βの変分が

δβ = δαi ∧ ωi (1.18)

のように書けるとき、ωiを βの αiによる微分と言い、

∂β

∂αi
:= ωi (1.19)

と書く [1]。すなわち、

δβ = δαi ∧ ∂β

∂αi
(1.20)

である。
オイラー・ラグランジュ方程式は、

∂L

∂ψ
− (−1)pd

∂L

∂dψ
= 0 (1.21)

である。ただし、Lはラグランジアン形式 (ラグランジアン密度に体積形式をかけたものであ
り、p形式 ψとその外微分 dψとで表される)である。
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ψAに対して、

πA :=
∂L

∂dψA
(1.22)

を共役形式と呼ぶ。
ϕAを p形式とする。pはラベルAに依存してもよい。今、場の変換

ϕ′A = fA(ϕB) (1.23)

を考える。ただし、

JA
B :=

∂fA

∂ϕB (1.24)

が存在し、0でない成分は 0形式と仮定する。つまり、変換後の p形式の場が、変換前の p形
式の場だけで表されると仮定する。JA

Bは場に依存しても良いとする。更に、J
A
Bの逆行列KA

B
が存在し、外微分可能と仮定する。また、ラグランジアン形式Lは場の変換で不変だと仮定す
る。例えば、ゲージ変換はこの条件を満たす。このとき、

π′
A = KB

AπB (1.25)

であることを以下で示す。ここで、πBは ϕBの、πAは ϕ′Aの共役形式である。
さて、仮定より、

δϕ′A = JA
Bδϕ

B (1.26)

である。この式を外微分して、

dδϕ′A = dJA
B ∧ δϕB + JA

Bdδϕ
B (1.27)

を得る。これより、

δψA = KA
Bδψ

′B, (1.28)

δdψA = KA
Bδdψ

′B + (−1)pδψ′B ∧ dKA
B (1.29)

を得る1)。ここで、dKA
B = −KA

CdJ
C
DK

D
Aおよび δdψA = dδψAを用いた。上 2式を、

δL = δϕA ∧ ∂L

∂ϕA + dδϕA ∧ ∂L

∂dϕA (1.30)

に代入し、

δL = δϕ′A ∧ ∂L

∂ϕ′A + dδϕ′A ∧ ∂L

∂dϕ′A (1.31)

と比べることで、

∂L

∂ϕ′A = KB
A
∂L

∂ϕB + (−1)pdKB
A ∧ ∂L

∂dϕB , (1.32)

∂L

∂dϕ′A = KB
A
∂L

∂dϕB (1.33)

1)ψA も、KA
B ̸= 0となるような Bに対する ψ′B も、同じ p形式である。pは Aに依存してもよい。
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を得る。(1.33)は (1.25)である。
よって、ゲージ変換

ψ′A = [T (ε(x))]ABϕ
B (1.34)

に伴い、共役形式は、

π′
A = [T (ε(x))−1]BAπB (1.35)

と変換する。特に微小変換では、

ψ′A = ψA + εr(Gr)
A
Bϕ

B, (1.36)

π′
A = πA − εr(Gr)

B
AπB (1.37)

である。よって、共役形式の共変微分は、

DπA = dπA − Ar(Gr)
B
A ∧ πB (1.38)

である。
また、ゲージ場の共役形式を

πr :=
∂L

∂dAr
(1.39)

とする。ゲージ場はゲージ変換で (1.10)と変換する。これは、

A′r = [Ad(T )]rsA
s + ar (1.40)

の形に書ける。Ad(T )は随伴表現である2) 。よって、

∂A′r

∂As
= [Ad(T )]rs (1.41)

であり、(1.33)より、

π′
r = [Ad(T )−1]srπs (1.42)

である。微小変換では、

π′
r = πr + f s

rtε
tπs (1.43)

である。よって、πrの共変微分は、

Dπr = dπr + f s
rtA

t ∧ πs (1.44)

である。

2)T = exp(εrGr)なら、[Ad(T )]ts = [exp(εrad(Gr))]
t
s, [ad(Gr)]

t
s = f trs である。
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1.4 ゲージ場の共変微分

ゲージ場の共変微分は、

DAr := dAr +
1

2
f r

stA
s ∧ At =: F r (1.45)

である。F rはゲージ場の曲率であり、ゲージ変換に対して、

F ′r = [Ad(T )]rsF
s (1.46)

と変換される [1]。

2 共変微分で書かれたオイラー・ラグランジュ方程式
ゲージ理論では、物質場ψAの微分は共変微分DψAの形でのみラグランジアン形式に含まれ
る。また、ゲージ場の微分も共変微分DArの形でのみラグランジアン形式に含まれる。よって、
ϕAを物質場またはゲージ場とすると、その共役形式は、

πA =
∂L

∂DϕA (2.1)

となる。
以下で示すように、共変微分で書かれたオイラー・ラグランジュ方程式は、

∂L

∂ϕA − (−1)pD
∂L

∂DϕA = 0 (2.2)

である。これは、

∂L

∂ϕA − (−1)pDπA = 0 (2.3)

と書ける。

2.1 物質場

まず、ψAを物質場とし、L0(ψ
A, DψA)を物質場のラグランジアン形式とする。作用のψAに

ついての変分は、

δS =

∫
V

δL0(ψ
A, DψA)

=

∫
V

[
δψA ∧ ∂L0

∂ψA
+ δDψA ∧ πA

]
(2.4)

である。ここで、

δDψA ∧ πA = δdψA ∧ πA + Ar(Gr)
A
B ∧ δψB ∧ πA

= d(δψA ∧ πA)− (−1)pδψA ∧ dπA + (−1)pδψB(Gr)
A
B ∧ Ar ∧ πA

= d(δψA ∧ πA)− (−1)pδψA ∧DπA (2.5)
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なので、

δS =

∫
V

δψA ∧
[ ∂L0

∂ψA
− (−1)pDπA

]
+

∫
∂V

δψA ∧ πA (2.6)

となり、第 2項は消えるので、(2.3)を得る。

2.2 ゲージ場

ラグランジアン形式

L = L0(ψ
A, DψA) + LGauge(DA

r) (2.7)

を考える。これのゲージ場での変分は、

δL = δAr ∧ Jr + δDAr ∧ πr (2.8)

である。ここで、

Jr :=
∂L0

∂Ar
(2.9)

である。また、

δDAr ∧ πr = δdAr ∧ πr + δAr ∧ f s
rtA

t ∧ πs
= δAr ∧ (dπr + f s

rtA
t ∧ πs) + d(δAr ∧ πr)

= δAr ∧Dπr + d(δAr ∧ πr) (2.10)

なので、オイラー・ラグランジュ方程式は、

Dπr + Jr = 0 (2.11)

または、

∂L

∂Ar
+Dπr = 0 (2.12)

となる。これは (2.3)である。

3 2重共変解析力学

3.1 共変解析力学

この節では [1]を参考に共変解析力学を解説する。
Hamilton formを、

H = H(ϕ, π) := dϕA ∧ πA − L (3.1)
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で定義する。πAは ϕAの共役形式である。Hは ϕAと πAとで表される。Hの変分は、

δH = δdϕA ∧ πA + dϕA ∧ δπA − δϕA ∧ ∂L

∂ϕA − δdϕA ∧ ∂L

∂dϕA

= (−1)(p+1)qδπA ∧ dϕA − δϕA ∧ ∂L

∂ϕA (3.2)

と書ける。ここで、ϕAは p形式で、q := D − p− 1である。πAは q形式である。これより、
∂H

∂ϕA = − ∂L

∂ϕA ,
∂H

∂πA
= (−1)(p+1)qdϕA (3.3)

を得る。オイラー・ラグランジュ方程式 (1.21)を代入して、正準方程式

dϕA = (−1)(p+1)q ∂H

∂πA
, (3.4)

dπA = −(−1)p
∂H

∂ϕA (3.5)

を得る。

3.2 2重共変解析力学

この節では [2]で提案された 2重共変解析力学を解説する。
Hamilton formを今度は、

H(ϕ, π) := DϕA ∧ πA − L(ϕ,Dϕ) (3.6)

で定義する。Hの変分は、

δH = δDϕA ∧ πA +DϕA ∧ δπA − δϕA ∧ ∂L

∂ϕA − δDϕA ∧ ∂L

∂DϕA

= (−1)(p+1)qδπA ∧DϕA − δϕA ∧ ∂L

∂ϕA (3.7)

となる。よって、
∂H

∂ϕA = − ∂L

∂ϕA ,
∂H

∂πA
= (−1)(p+1)qDϕA (3.8)

を得る。(2.3)を (3.8)に代入して、

DϕA = (−1)(p+1)q ∂H

∂πA
, (3.9)

DπA = −(−1)p
∂H

∂ϕA (3.10)

を得る。これが 2重共変解析力学の正準方程式である。
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