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Abstract

ディラックの簡便法が上手く行く理由を考える。

1 ディラックの簡便法

L(x, y, ẋ, t) = ẋici(y)− V (x, y, t) (1.1)

を考える。x, y, cは n成分とする。cは時間に依存しても良い。このとき、

pi :=
∂L

∂ẋi

= ci, (1.2)

∂L

∂ẏi
= 0 (1.3)

である。(1.2)は yiについて解けて、

yi = yi(p) (1.4)

とできるとする。ハミルトニアンを

H0(x, p, t) := V (x, y(p), t) (1.5)

とする。xiと piとは正準座標と考える：

{xi, pj} = δij, {xi, xj} = 0, {pi, pj} = 0. (1.6)

2 拘束系のディラック理論
拘束条件は、

ϕi := pi − ci(y) = 0, (2.1)

ψi := p̄i = 0 (2.2)
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である。p̄iは yiの共役運動量である。ハミルトニアンは、
H(x, y, p, p̄, t) := ẋipi + ẏip̄i − L

= V (x, y, t) (2.3)

である。
いま、

ϕn+i := ψi, (2.4)

CI,J := {ϕI , ϕJ} (I, J = 1, 2, · · · , 2n) (2.5)

とすると、
Ci,j = 0, Cn+i,n+j = 0 (2.6)

であり、
Ci,n+j = {ϕi, ψj}

= −cij, cij :=
∂ci
∂yj

, (2.7)

Cn+i,j = −Ci,n+j (2.8)

となる。
ディラック括弧は、

{A,B}D := {A,B} − {A, ϕI}(C−1)IJ{ϕJ , B} (2.9)

である。ここで、
(C−1)i,j = 0, (C−1)n+i,n+j = 0, (2.10)

(C−1)i,n+j = (c−1)ij, (2.11)

(C−1)n+i,j = −(c−1)ij (2.12)

である。よって、
{A,B}D = {A,B} − {A, ϕk}(c−1)kl{ψl, B}+ {A,ψk}(c−1)kl{ϕl, B}

= {A,B} − {A, ϕk}(c−1)kl{p̄l, B}+ {A, p̄k}(c−1)kl{ϕl, B} (2.13)

となる。従って、
{xi, pj}D = δij, (2.14)

{xi, yj}D = (c−1)ij (2.15)

であり、他は全て 0である。特に、
{yi, p̄j}D = δij − {yi, ϕk}(c−1)kl{p̄l, p̄j}+ {yi, p̄k}(c−1)kl{ϕl, p̄j}

= δij − 0 + δik(c
−1)kl(−clj)

= 0 (2.16)

である。
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3 正準変数
全位相空間の正準変数QI , PJ で、

Qn+i = 0 = Pn+i (3.1)

が拘束条件となっているものを探す。まず、

Qi = xi + Aij(y)ψj, (3.2)

Pi = pi, (3.3)

Qn+i = Bij(y)ϕj, (3.4)

Pn+i = D j
i (y)ψj (3.5)

を仮定する [1]。このとき、

{Qi, Qj} = {xi, Aik(y)ψk}+ {Aik(y)ψk, x
j}+ {Aik(y)ψk, A

jl(y)ψl}
= 0, (3.6)

{Qi, Pi} = δij + {Aij(y)ψj, pi}
= δij, (3.7)

{Qn+i, Pn+j} = {Bik(y)ϕk, D
l

j (y)ψl}
= {Bik(y), D l

j (y)ψl}ϕk +Bik(y){ϕk, D
l

j (y)ψl}

=
∂Bik(y)

∂yl
D l

j (y)ϕk +Bik(y){ϕk, D
l

j (y)}ψl +Bik(y)D l
j (y){ϕk, ψl}

=
∂Bik(y)

∂yl
D l

j (y)ϕk − Bik(y)D l
j (y)ckl(y) (3.8)

である。以下、Bij(y)は yに依存しないとする。このとき、

{Qn+i, Pn+j} = −BikD l
j (y)ckl(y) = δij (3.9)

である。いま、

c̃i l := Bikckl(y) (3.10)

とすると、

−D l
j (y)c̃

i
l(y) = δij, (3.11)

D l
j = −(c̃−1)l j (3.12)

を得る。また、

{Qi, Qn+j} = Bjk{xi + Aij(y)ψj, ϕk}
= Bjk(δik + Aij(y){ψj, ϕk}+ {Aij(y), ϕk}ψj)

= Bjk[δik + Aij(y)cjk(y)] (3.13)
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であるから、

Aij = −(c−1)ij (3.14)

となる。よって、

Qi = xi − (c−1)ijψj, (3.15)

Pi = pi, (3.16)

Qn+i = Bijϕj, (3.17)

Pn+i = −(c̃−1)l jψj (3.18)

である。
全位相空間のうち、拘束条件を満たす空間をM∗と書く。明らかにQi, PiはM∗の正準変数
である。M∗では ψj = 0なので、xi, piもM∗の正準変数である。
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