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Abstract

共変解析力学は、「微分形式の微分形式による微分」という方法を用いて、微分形式の
みによって定式化された解析力学であり、時間と空間を平等に扱い、座標系に依らない定式
化である (微分形式は座標系に依らないので)。通常の解析力学では、電磁場やゲージ場, 重
力場は拘束系となるが、共変解析力学では非拘束系となる。また、ゲージ固定は不要であ
り、ゲージに依らない定式化が可能である。「微分形式の微分形式による微分」を使ってポ
アソン括弧が定義出来る。また、シンプレクティック構造や正準変換, ゲージ変換の生成子
についても議論する。
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1 導入
1.1 共変解析力学の特徴
通常の解析力学では、ラグランジアン密度L(これには√

−gも含まれるとする)をテンソル
の成分 ψµ1...µpで変分する。また、共役運動量は、πµ1...µp = ∂L/∂(∂0ψµ1...µp)であり、時間を特
別扱いしている。電磁場では、π0 = ∂L/∂(∂0A0) = 0であり、拘束系となる。その結果、ゲー
ジ固定やディラック括弧の使用が必要となる。通常の解析力学には、

• 時間と空間が平等でない。

• 電磁場やゲージ場, 重力場は拘束系となり、ゲージ固定が必要。
という問題がある。
共変解析力学は、この 2つの問題を解決する。すなわち、共変解析力学は、「微分形式の微分
形式による微分」を用いて、微分形式のみによって定式化された解析力学であり、時間と空間
を平等に扱う。電磁場やゲージ場, 重力場は、共変解析力学では非拘束系となる。よって、ゲー
ジ固定は不要であり、ゲージに依らない定式化が可能である。
共役運動量として、∂L/∂(∂0ψµ1...µp)だけでなく、∂L/∂(∂iψµ1...µp)も一緒に考えたπµ,µ1...µp =

∂L/∂(∂µψµ1...µp)を使うのが、De Donder-Weyl理論 (1930, 1934年)[1, 2]である。運動方程式
レベルでは、共変解析力学はDe Donder-Weyl理論を修正したものと等価であることを示す事
が出来る [20]。しかし、ポアソン括弧レベルでは、微分形式を基本変数とした共変解析力学と、
テンソルの成分を基本変数としたDe Donder-Weyl理論とは等価ではない。

1.2 歴史
「微分形式の微分形式による微分」という概念は、一般相対論の業界で、遅くても 1970年ご
ろから使われている [3, 4, 5, 7]。[8]において初めて、正準形式が登場した。[8, 9, 10, 11]では、
重力および超重力の 1階形式での共変解析力学が研究された。中村匡は、2002年、物性研究の
解説記事「微分形式で見た電磁気学 : あるいは 2+1次元人の電磁気学と時空平等解析力学に
ついて」[12]において、共変解析力学を再発見し、電磁場に適用した。独立に J. M. Nesterは
2004年に [13]、電磁場と非可換ゲージ場の正準形式を扱った。Nesterは 1991年 [14]から重力場
(1階形式)に対して、正準形式に似た形式のものを使っていたが、Hamiltion formに当たるも
のはLagrangian formのルジャンドル変換ではなく、手で与えていた。神長 [15]は、中村の論文
を発展させ、Nesterと独立に、質点系, スカラー場, 電磁場, 非可換ゲージ場, 重力場 (2階形式)

を扱った。ただし、重力場はディラック場と結合していなかった。ディラック場 [19, 20]および
ディラック場と結合した重力場は [19, 28, 29, 30]で研究された。論文 [15, 19]では、重力場の正
準方程式は、4次元でのみ導出されたが、本論文では任意の次元での導出を与える [28, 29, 30]。
この導出は 4次元特化のものよりずっと見通しが良く、計算量も数分の一となる。
神長は、論文 [21]でポアソン括弧を定式化した。なお、ポアソン括弧は [8]でも提案されてい
たが、それはポアソン括弧の性質を公理として与えるものであった。[27]において、[8]のポア
ソン括弧の「微分形式の微分形式による微分」による定式化が行われた。これは神長のものと
等価である。本論文では、ポアソン括弧をレビューし、共変解析力学の正準変換についても報
告する。また、共変解析力学におけるゲージ変換の生成子 [28, 30]についても解説する。
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1.3 本論文について
本論文は、神長の論文 [15, 21]と著者の論文 [19, 20, 28, 30]をまとめたものである。第 2章
では、共変解析力学の一般論を解説した後、質点系, 電磁場および非可換ゲージ場への応用に
ついて解説する。§2.6(論文 [20]を基にした)では、共変解析力学とDe Donder-Weyl理論との
関係を解説する。第 3章では、重力場について議論する [28]。第 4章では、論文 [21]を要約し、
正準変換について議論する。第 5章では、共変解析力学におけるゲージ変換の生成子 [28, 30]

を議論する。付録Aには、有用な公式をまとめた。付録Bでは、フレーム形式による微分の計
算に便利な公式を導出する。付録Cでは、重力場のラグランジアン形式を書き換える。付録E

では、捩率についての関係式を証明する。付録 Fでは、2階形式の重力場で捩率が 0と要請し
た場合の共変解析力学を議論する。付録Gでは、論文 [20]を基にディラック場を扱う。付録H

では、プレ・シンプレクティック形式と、I. V. Kanatchikov[2]の polysymplectic formおよび
第 4章のメタ・シンプレクティック形式との類似性を議論する。付録 Iでは、[2]を参考に、De

Donder-Weyl理論のポアソン括弧を議論する。
なお、共変解析力学の基本的な部分は本 [29]として出版されている。
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2 共変解析力学
2.1 微分形式の微分形式による微分
d次元空間を考える。微分 p形式 β (p = 0, 1, · · · , d)が微分形式の組 {αi}i=1,··· ,kで表されて
いると仮定する。もし変分 δαiの下で βの変分が

δβ = δαi ∧ ωi (2.1)

のように書けるとき、ωiを βの αiによる微分と言い、
∂β

∂αi
def
= ωi (2.2)

と書く。すなわち、

δβ ≡ δαi ∧ ∂β

∂αi
. (2.3)

αiが qi形式なら、0でない ∂β/∂αiは (p − qi)形式 (ただし、qi ≤ p)である。βが αiに依らな
いとき、qi > pでも ∂β/∂αi = 0である。

2.2 一般論
以下、d時空を考える。伝統的な解析力学は、ラグランジアン密度Lから始めるが、共変解
析力学は Lagrangian d-form Lから始める。Lは、

L = Lη (2.4)

とも書ける。ここで、ηは体積形式で、

η = ∗1 (2.5)

と書ける。ホッジ双対 ∗は、任意の p形式 ω = ωµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp (p = 0, 1, · · · , d)を

d− p = r形式

∗ω =
1

r!
Eµ1···µp

ν1···νrωµ1···µpdx
ν1 ∧ · · · ∧ dxνr (2.6)

に移す。ここで、Eµ1···µdは完全反対称で、E01···d−1 =
√
σg (g = detgµν , σは gの符号)である。

添え字の上げ下げは、計量 gµνとその逆 gµνで行った。また、

∗ ∗ ω = σ(−1)p(d−p)ω (2.7)

が成り立つ。§2.3では σ = 1とし、それ以外では σ = −1とする。Lは ψと dψで表されると
する：

L = L(ψ, dψ). (2.8)

6



ここで、ψは微分形式の組である。以下、簡単のため、ψは 1つの p形式とするが、複数の場
合への拡張は自明である。Lの変分は、

δL = δψ ∧ ∂L

∂ψ
+ δdψ ∧ ∂L

∂dψ
(2.9)

で与えられる。右辺第 2項は、

δdψ ∧ ∂L

∂dψ
= d

(
δψ ∧ ∂L

∂dψ

)
− (−1)pδψ ∧ d ∂L

∂dψ
(2.10)

と書けるので、

δL = δψ ∧
(∂L
∂ψ

− (−1)pd
∂L

∂dψ

)
+ d

(
δψ ∧ ∂L

∂dψ

)
(2.11)

を得る。Euler-Lagrange方程式は、
∂L

∂ψ
− (−1)pd

∂L

∂dψ
= 0 (2.12)

である。
共役形式 πを

π
def
=

∂L

∂dψ
(2.13)

で定義する1)。πは、d− p− 1 = q形式である。 Hamilton d-form ((d− 1)形式ではない)を

H = H(ψ, π)
def
= dψ ∧ π − L (2.14)

で定義する。Hは ψと πで表される2)。Hの変分は、

δH = (−1)(p+1)qδπ ∧ dψ − δψ ∧ ∂L

∂ψ
(2.15)

で与えられる。これより、
∂H

∂ψ
= −∂L

∂ψ
,

∂H

∂π
= (−1)(p+1)qdψ (2.16)

を得る。Euler-Lagrange方程式 (2.12)を代入して、正準方程式 [15]

dψ = (−1)(p+1)q ∂H

∂π
, dπ = −(−1)p

∂H

∂ψ
(2.17)

を得る。
§4で定義されるポアソン括弧を使うと、正準方程式は、

dψ = −{H,ψ} , dπ = −{H, π} (2.18)

1)これに対して、ψを位置形式と呼ぶ事にする。
2)∗πは dψと同じ (p+ 1)形式である。電磁場の場合は、1形式 Aの共役形式 πは (d− 2)形式で、dA = ∗πと

なる (§2.4)。
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と書ける。基本ポアソン括弧は、
{ψ, π} = (−1)dp , {π, ψ} = −1 , {ψ, ψ} = 0 = {π, π} (2.19)

である。また、F の ψ, πでの微分が存在するとき、

dF = dψ ∧ ∂F

∂ψ
+ dπ ∧ ∂F

∂π

= (−1)(p+1)q ∂H

∂π
∧ ∂F

∂ψ
− (−1)p

∂H

∂ψ
∧ ∂F

∂π

= −{H,F} (2.20)

と書ける。

2.3 質点系
この節では、計量の行列式の符号 σは 1とする。質点系は、d = 1の場合の場の解析力学と
みなせる。質点の位置 qは、0形式で、1次元時空 (時間 t)上の場である。ラグランジアン形式
1形式は、

L =
m

2
dq ∧ ∗dq − ∗V (q) (2.21)

である。V (q)はポテンシャルで、0形式である。また、dq = dq
dt
dtである。Lの変分は、

δL = mδdq ∧ ∗dq − δq ∧ ∗∂V (q)

∂q
(2.22)

なので、
∂L

∂q
= − ∗ ∂V (q)

∂q
,

∂L

∂dq
= m ∗ dq (2.23)

であり、Euler-Lagrange方程式 ∂L
∂q

− d ∂L
∂dq

= 0は、

md ∗ dq + ∗∂V (q)

∂q
= 0 (2.24)

となる。
共役形式は、p = m ∗ dqである (0形式。 dq = 1

m
∗ p)。Hamilton 1-form H = dq ∧ p− Lは、

H =
1

2m
p ∧ ∗p+ ∗V (q) (2.25)

となる3)。微分は、
∂H

∂q
= ∗∂V (q)

∂q
,

∂H

∂p
=

1

m
∗ p (2.26)

となる。正準方程式 dq = ∂H
∂p
と dp = −∂H

∂q
は、

dq =
1

m
∗ p , dp = − ∗ ∂V (q)

∂q
(2.27)

となる。
3)質点系の場合は特殊で、Hamilton 1-formは Hamiltonian(0形式)に体積形式 (1形式)をかけたものとなる。
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2.4 電磁場
電磁場のラグランジアン形式は、

L = L(A, dA) = −1

2
F ∧ ∗F + A ∧ J = Lη (2.28)

で与えられる。ここで、A = Aµdx
µ, J = ∗(Jµdxµ)および F = dA = 1

2
Fµνdx

µ ∧ dxν である
(Fµν = ∂µAν − ∂νAµ). J

µは電流密度であり、 Aµと独立とする。微分は、
∂L

∂A
= J ,

∂L

∂dA
= − ∗ F (2.29)

となる。ただし、δ ∗ F = ∗δF を用いた。Euler-Lagrange方程式
∂L

∂A
+ d

∂L

∂dA
= 0 (2.30)

は、
d ∗ F = J (2.31)

となる。これと恒等式 dF = 0がMaxwell方程式である。
通常の解析力学がテンソルの成分Aµを基本変数とするのに対して、共変解析力学の基本変
数は微分形式A = Aµdx

µである4)。
1形式Aの共役形式 πは

π = − ∗ F (2.32)

である。これは、dAを
dA = ∗π (2.33)

のように表す事が出来る。電磁場は、共変解析力学では拘束系ではない。よって、ゲージ固定
もディラック理論も不要である。
位置形式は 1形式で f 成分を持つが、共役形式は (f − 2)形式で d(d− 1)/2成分を持つ。
Hamilton formは、

H(A, π) =
1

2
π ∧ ∗π − A ∧ J (2.34)

で与えられる5) 。微分は、
∂H

∂A
= −J , ∂H

∂π
= ∗π (2.35)

となる。正準方程式
dA =

∂H

∂π
, dπ =

∂H

∂A
(2.36)

は、
dA = ∗π , dπ = −J (2.37)

となる。前者は、共役形式の定義と等価である。後者はマクスウェル方程式 (オイラー・ラグラ
ンジュ方程式と等価)である。

4)微分形式が実体だと思う。
5)これは解析力学のハミルトニアン密度 (これは正準エネルギー・運動量テンソルの (0, 0)成分である)に体積

形式をかけたものではない。
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2.5 非可換ゲージ場
物質場を表す微分形式の組 {ψA}が線形リー群をなす変換 (大域的変換)

ψ′A = [T (ε)]ABψ
B (2.38)

を受けるとき、物質のラグランジアン形式Lmat(ψ
A, dψA)が不変とする。ここで、ε = {εr}r=1,··· ,n

は連続パラメーター組で、ε = 0が恒等変換になるものとする。εrを任意の関数 εr(x)に置き換
えた時、局所的変換

ψ′A = [T (ε(x))]ABψ
B (2.39)

で、場のラグランジアン形式を不変にするためには、次にようにすれば良い [17, 16]。上の変換
で、εr(x)が微小とした場合、

δψA = εr(x)(Gr)
A
Bψ

B (2.40)

である。ただし、

Gr
def
=

∂T

∂εr

∣∣∣
ε=0

(2.41)

である。これは、

[Gr,Gs] = farsGa (2.42)

を満たす。farsはリー群の構造定数である。共変微分Dψを

(Dψ)A
def
= dψA + Ar(Gr)

A
B ∧ ψB (2.43)

で導入する。ただし、ゲージ場Arは 1形式で、以下の変換則 (ゲージ変換)に従う：

δAr = εsf rstA
t − dεr. (2.44)

この時、共変微分 (Dψ)Aは ψAと同じ変換則

δ(Dψ)A = εr(x)(Gr)
A
B(Dψ)

B (2.45)

に従う。物質のラグランジアン形式で、微分 dを共変微分Dに置き換えたLmat(ψ
A, (Dψ)A)は、

局所的変換 (2.39)の下で不変である [17, 29]。なお、物質場との結合の強さ gを明記して、Ar
の部分を gArと書く事も多い。
ゲージ場の強さ (曲率)は、

F r def
= dAr +

1

2
f rbcA

b ∧ Ac (2.46)

で定義される。変換則は、T (x) = exp(εr(x)Gr)のとき、

F ′r = (exp e)rsF
s, (e)rs

def
= εaf ras (2.47)
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である [17, 29]。Killing形式と呼ばれる

κrs
def
= −farbf bsa = κsr (2.48)

を用いて、Fr def
= κrsF

sと定義すると、これは、

F ′
r = Fs(exp[−e])sr (2.49)

と変換する [17, 29]。変換の (線形)リー群Gが半単純群なら、det(κrs) ̸= 0であり、κrsは逆を
持つ。Gがコンパクト半単純群なら、パラメーター εrを適当に変換することで、κrs = δrsと出
来る。以下では、 Gはコンパクト半単純群とする。ゲージ場のラグランジアン形式 Lgaugeは、

Lgauge = − 1

2k
F r ∧ ∗Fr (2.50)

である6) 。kは正の定数である。Lgaugeはゲージ不変である。
ゲージ場がディラック場と結合した場合、Lmat(ψ

A, (Dψ)A) = Lmat(ψ
A, dψA) +Aa ∧ Jaの形

となる。Jaはゲージ場には依存しない。以下、

L = − 1

2k
F a ∧ ∗Fa + Aa ∧ Ja (2.51)

を考える。これの微分は、
∂L

∂Aa
= −1

k
f cabA

b ∧ ∗Fc + Ja ,
∂L

∂dAa
= −1

k
∗ Fa (2.52)

である。Euler-Lagrange方程式
∂L

∂Aa
+ d

∂L

∂dAa
= 0 (2.53)

は、

D ∗ Fa
def
= d ∗ Fa + f cabA

b ∧ ∗Fc = kJa (2.54)

である。D ∗ Faは共変微分である。これはYang-Mills-Utiyama方程式である。
共役形式 πaは、

πa = −1

k
∗ Fa (2.55)

である。πa def
= − 1

k
∗ F aとすると、Hamilton formは、

H = −1

2
fabcA

b ∧ Ac ∧ πa +
k

2
πa ∧ ∗πa − Aa ∧ Ja (2.56)

となる。微分は、
∂H

∂Aa
= −f cabAb ∧ πc − Ja ,

∂H

∂πa
= k ∗ πa − 1

2
fabcA

b ∧ Ac (2.57)

6)ローレンツ群は非コンパクト群である。接続 1形式 ωa
bは、ローレンツ群のゲージ場である [17, 29]。その曲

率は (3.8)である。重力場のラグランジアン形式は、(2.50)の形とはならない。(3.11)は局所的 (内部)ローレンツ
変換で不変である。
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である。正準方程式

dAa =
∂H

∂πa
, dπa =

∂H

∂Aa
(2.58)

は、
F a = k ∗ πa , Dπa

def
= dπa + f cabA

b ∧ πc = −Ja (2.59)

となる。前者は、πaの定義と等価であり、後者はYang-Mills-Utiyama方程式と等価である。電
磁場と同様に、上の定式化はゲージ固定を必要としない。

2.6 De Donder-Weyl理論
共変解析力学は、修正されたDe Donder-Weyl(DW)理論と等価である事を示す。ただし、こ
れは正準方程式レベルでの話であり、ポアソン括弧レベルでは、微分形式と基本変数とする共
変解析力学と、テンソルの成分を基本変数とするDe Donder-Weyl理論は等価ではない。
ラグランジアン密度は、ψAµ1···µpと ∂µψ

A
µ1···µpで表される：L = L(ψAµ1···µp , ∂µψ

A
µ1···µp). Aはテン

ソル添え字を含まないとする。µ1, µ2, · · · , µpはテンソル添え字である。p (= 0, 1, · · · )はAに
依存してよい。The Euler-Lagrange方程式は、

∂L
∂ψAµ1···µp

− ∂µ
∂L

∂∂µψAµ1···µp
= 0 (2.60)

で与えられる。ただし、L =
√
−gLである。共役場は、

π
µ,µ1···µp
A

def
=

∂L
∂∂µψAµ1···µp

(2.61)

および π
µ,µ1···µp
A

def
= π

µ,µ1···µp
A /

√
−gで定義される。これらは、generalized momentaや polymo-

mentaとも呼ばれる。π0,µ1···µp
A が通常の共役運動量である。DW Hamiltonian densityは、

HDW(ψAµ1···µp ,π
µ,µ1···µp
A )

def
= ∂µψ

A
µ1···µpπ

µ,µ1···µp
A −L (2.62)

とHDW
def
= HDW/

√
−gで定義される。HDWの変分は、

δHDW = ∂µψ
A
µ1···µpδπ

µ,µ1···µp
A − ∂L

∂ψAµ1···µp
δψAµ1···µp (2.63)

で与えられる。もし、π
0,µ1···µp
A , · · · ,πd−1,µ1···µp

A が互いに独立で (この仮定は一般に正しくない)、
ψAµ1···µpとも独立なら、

∂HDW

∂ψAµ1···µp
= − ∂L

∂ψAµ1···µp
,

∂HDW

∂π
µ,µ1···µp
A

= ∂µψ
A
µ1···µp (2.64)

を得る。(2.60)を代入して、De Donder-Weyl(DW)方程式

∂µψ
A
µ1···µp =

∂HDW

∂π
µ,µ1···µp
A

, (2.65)

∂µπ
µ,µ1···µp
A = − ∂HDW

∂ψAµ1···µp
(2.66)
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を得る。
例として、電磁場を考える。Lagrangian densityは、

L(Aν , ∂µAν) = −1

4
FµνF

µν + AνJ
ν (2.67)

で与えられる。Fµν = 2∂[µAν] = ∂µAν−∂νAµである。ここで、[ ]は反対称化記号である。Aνは
ベクトルポテンシャルで、Jνは電流密度であり、 Aµと独立とする。全ての添え字は、計量 gµν
とその逆 gµνで上げ下げする。Aνの共役場は、πµ,ν = −F µν = −πν,µである。DW Hamiltonian

densityは、HDW(Aν , π
µ,ν) = −1

4
πµ,νπ

µ,ν − AνJ
νである。これより、

∂HDW

∂πµ,ν
= −1

2
πµ,ν ,

∂HDW

∂Aν
= −

√
−gJν (2.68)

を得る。よって、DW方程式は、

∂µAν = −1

2
πµ,ν , ∂µπ

µ,ν =
√
−gJν (2.69)

を与え、後者はMaxwell方程式 ∂µ(
√
−gF µν) = −

√
−gJν と等価である。しかし、前者は正し

くない。それは、πµ,νが互いに独立と仮定したが、実際は πµ,ν = −πν,µだからである。
共変解析力学では微分は ∂[µψ

A
µ1···µp]の形でのみ含まれる。よって、その共役場 (2.61)は、

π
µ,µ1···µp
A = π

[µ,µ1···µp]
A (2.70)

を満たす。この条件を (2.63)で考え、(2.64)の第 2式を修正し、修正DW方程式

∂[µψ
A
µ1···µp] =

∂HDW

∂π
µ,µ1···µp
A

(2.71)

を得る。電磁場では、この方程式は、∂[µAν] = −1
2
πµ,νとなる。これは正しい。付録 Iのポアソ

ン括弧を使うと修正DW方程式 (2.71), (2.66)は、(2.18)の形に書ける。ただし、2つのポアソ
ン括弧は等価ではない。
以下では、共変解析力学の正準方程式が (2.71)と (2.66)に等しい事を示す。
さて、任意の p形式 ω = ωµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµpと ψ = ψµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµpに対して、

ω ∧ ∗ψ = p!ωµ1···µpψ
µ1···µpη (2.72)

が成り立つ。今、∗−1ω
def
= −(−1)p(d−p)∗ωとすると、∗∗−1ω = ωである。よって、δψA∧∂L/∂ψA =

δψA ∧ ∗(∗−1∂L/∂ψA) である。今、∗−1∂L/∂ψA = mAµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp と置くと、

δψA ∧ ∂L

∂ψA
= p!δψAµ1···µpm

µ1···µp
A η (2.73)

となる。ただし、

ψA = ψAµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp (2.74)
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と置いた7)。一方、δLは、

δL =
[ ∂L
∂ψAµ1···µp

δψAµ1···µp + π
µ,µ1···µp
A δ∂[µψ

A
µ1···µp]

] η√
−g

(2.75)

で与えられるので、mµ1···µp
A = 1

p!
1√
−g

∂L
∂ψA

µ1···µp
を得る。これは、

∂L

∂ψA
=

1

p!

1√
−g

∂L
∂ψAµ1···µp

∗ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (2.76)

を導く。ここで、dxµ = gµνdx
νである。同様にして、

∗−1πA =
1

(p+ 1)!
π
µ,µ1···µp
A dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (2.77)

πA =
1

(p+ 1)!
π
µ,µ1···µp
A ∗ dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp

=
1

(p+ 1)!q!
π
µ,µ1···µp
A

1√
−g

Eµµ1···µpν1···νqdx
ν1 ∧ · · · ∧ dxνq (2.78)

を得る。これより、

dπA =
1

(p+ 1)!
∂λπ

µ,µ1···µp
A

1√
−g

dxλ ∧ ∗(dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp) (2.79)

を得る。今、eµµ1···µp = ∗(dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp)とすると、

dxλ ∧ eµµ1···µp = (−1)p(p+ 1)δλ[µeµ1···µp] (2.80)

が成り立つ。よって、

dπA =
(−1)p

p!

1√
−g

∂µπ
µ,µ1···µp
A ∗ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (2.81)

を得る。(2.76)と (2.81)より、Euler-Lagrange方程式 (2.12)は (2.60)と等価である。ところで、
dψA ∧ πA = ∂[µψ

A
µ1···µp]π

µ,µ1···µp
A η = ∂µψ

A
µ1···µpπ

µ,µ1···µp
A η が成り立つ。これは、

H = HDWη = HDW
η√
−g

(2.82)

を意味する。これを使い、(2.76)と同様にして、
∂H

∂ψA
=

1

p!

1√
−g

∂HDW

∂ψAµ1···µp
∗ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (2.83)

7)

ψA =
1

p!
ψA
µ1···µp

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp

と置いた場合と、p = 0, 1では違いはない。
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を得る。この式と (2.81)より、正準方程式 dπA = −(−1)p∂H/∂ψAはDW方程式 (2.66)と等価
である。今、∂H/∂πA = lAµµ1···µpdx

µ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµpと置くと、

δπA ∧ ∂H

∂πA
= (−1)(p+1)q ∂H

∂πA
∧ ∗(∗−1δπA) = (−1)(p+1)qδπ

µ,µ1···µp
A lAµµ1···µp

η√
−g

(2.84)

となり、lAµµ1···µp = (−1)(p+1)q∂HDW/∂π
µ,µ1···µp
A を得る。よって、

∂H

∂πA
= (−1)(p+1)q ∂HDW

∂π
µ,µ1···µp
A

dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · dxµp (2.85)

である。これより、正準方程式 dψA = (−1)(p+1)q∂H/∂πAはDW方程式 (2.71)と等価である。
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3 重力場
この章では、共変解析力学を、d次元の重力場に適用する。この章を飛ばして、第 4章を読
むことも可能である。
この章を論文化したのが [28]である。

3.1 記号の準備
　
gを符号 (−+ · · ·+)の計量とし、{θa}d−1

a=0をフレーム 1形式の組とする。θaを θa = θaµdx
µと

展開した時の係数 θaµは多脚場と呼ばれる。g◦ab = diag(−1, 1, · · · , 1)という記号を用いて、計
量テンソルは、g = g

◦
abθ

a ⊗ θbと書ける。
以下、ラテン添え字は、g◦abとその逆 gab

◦ で上げ下げする。
第 1構造方程式

dθa + ωab ∧ θb = Θa (3.1)

が成り立つ。ここで、ωabは接続 1形式であり、

Θa =
1

2
Ca

bcθ
b ∧ θc (3.2)

は torsion 2形式である。以下では、

ωba = −ωab (3.3)

を仮定する。これは、計量の共変微分が 0という意味である。Aabを Levi-Cività接続 (torsion

がないとき接続)とする。この条件と (3.1)から、

ωabc = Aabc +Kabc,

Aabc =
1

2
(∆cba +∆abc +∆bca) , Kabc = −1

2
(Ccba + Cabc + Cbca) (3.4)

を得る。ここで、

dθa =
1

2
∆a

bcθ
b ∧ θc , ωab = ωabcθ

c (3.5)

と置いた。Aab = Aabcθ
cが成り立つ。

また、

ωa
def
= ωbab , Ca

def
= Cb

ab (3.6)

と置く。
記号

ηa = ∗θa, ηab = ∗(θa ∧ θb), ηabc = ∗(θa ∧ θb ∧ θc), ηabcd = ∗(θa ∧ θb ∧ θc ∧ θd) (3.7)

16



を導入する。付録 Aに、θa ∧ ηa1···ar (r = 1, 2, 3, 4) , dηa1···ar (r = 1, 2, 3)および δηa1···ar(r =

0, 1, 2, 3)についての公式を集めた。
曲率 2形式Ωa

bは、

Ωa
b = dωab + ωac ∧ ωcb (3.8)

で与えられる。これを、

Ωa
b =

1

2
Ra

bcdθ
c ∧ θd (3.9)

と展開し、

Rab
def
= Rc

acb, R
def
= Ra

a (3.10)

と置く。(A.5)より、∗Rは、

∗R = Ωab ∧ ηab (3.11)

で与えられる。

3.2 ラグランジュ形式
3.2.1 重力場についての注意
2階形式 (フレームのみが基本変数)8) の重力のラグランジアン形式は、

L(θ, dθ) = LG(θ, dθ) + Lmat(θ, dθ) (3.12)

である。LGは純重力の部分で、

LG(θ, dθ) =
1

2κ
W ′ , W ′ def

= ∗R− d(ωab ∧ ηab) (3.13)

であり9) (κはアインシュタイン定数である)、Lmat(θ, dθ) = Lmat(θ, ω(θ, dθ))は物質のそれであ
る。本論文では、物質場としてスカラー場, 電磁場, ゲージ場, ディラック場を想定する。ディ
ラック場のみが ωと結合する。
ωabは (内部)ローレンツ群のゲージ場とみなせる [17, 29]。実際、ディラック場は、(G.1)の
ように、ωabと結合し、これはゲージ的な結合 (つまり、(2.43)の仕方の結合)である。ωabが§
5.4のArに、Ωa

bがF rに対応する。ただし、ゲージ場の一般論§5.4と異なり、ωabは独立変数
ではなく、フレーム θaの従属変数である。ゲージ場は、ホッジ作用素を通して、θaと d ∗Faの
形で結合する。d ∗Faを成分で書くと、クリストッフェル記号が現れる。クリストッフェル記号
は計量 gµν とその偏微分 ∂λgµν だけで書け、torsionは含まれない。ラグランジアン形式 (2.50)

は重力とゲージ的には結合していない。ラグランジアンを微分形式で、一般座標不変に定式化
8)これに対して、フレームと接続を基本変数とするのが 1階形式である。1階形式の正準形式は拘束系となる§

3.6。
9)第 2項は dωa

b を除くために必要である。dωa
b は θa の 2階微分を含むため、あると共変解析力学の一般論が

使えない。高次曲率を含む理論は、共変解析力学 (2階形式)では扱えない。
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した瞬間、ゲージ場と θaとの結合が自動的に含まれる。スカラー場でも事情は同様である。こ
の意味で、重力場 ωabはディラック場のために存在するとも言え、ディラック場のみが重力と
真に結合している。
ゲージ場の一般論§5.4では、物質場のラグランジアンを局所的変換で不変にするために、ゲー
ジ場が導入された。その意味で、物質場なくしてゲージ場はない。また、物質は (ヒッグス粒
子以外は全て)ディラック場なのであるから、ディラック場を考えるのは非常に重要である。神
長 [15]はディラック場を考えなかったが、著者はディラック場も考えた [19, 28] 10) 。

3.2.2 Euler-Lagrange方程式
Lの変分は、

δL(θ, dθ) = δθc ∧
( 1

2κ
[Ωab ∧ ηabc − d(ωab ∧ ηabc)] + Tc

)
+ δdθc ∧ 1

2κ
ωab ∧ ηabc

+δωab(θ, dθ) ∧
( 1

2κ
[dηab − ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac] +

∂Lmat

∂ωab

)
(3.14)

で与えられる11)。ここで、

Ta
def
=
∂Lmat(θ, ω)

∂θa
(3.15)

である。これをエネルギー・運動量形式という。これの具体的な計算の仕方は付録Dで解説す
る。今、

1

2κ
[dηab − ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac] +

∂Lmat

∂ωab
= 0 (3.16)

を仮定する。この式は、1階形式の接続のEuler-Lagrange方程式と同じである (1.5階形式)。論
文 [15]では Levi-Cività接続 (ωab = Aab)が仮定されていたため、また、ディラック場を考えな
いので ∂Lmat/∂ω

ab = 0であるため、(3.16)は恒等式であった (cf.(A.12))。ディラック場を考え
ると、(3.16)は重要である。この仮定の下で、(3.14)より、

∂L

∂θc
=

1

2κ
[Ωab ∧ ηabc − d(ωab ∧ ηabc)] + Tc ,

∂L

∂dθc
=

1

2κ
ωab ∧ ηabc (3.17)

を得る。Euler-Lagrange方程式
∂L

∂θc
+ d

∂L

∂dθc
= 0 (3.18)

10)神長のポアソン括弧の論文 [21]でも、ディラック場は想定されていない。ディラック場があるとディラック括
弧が必要となる。
11)δN ′ = δ(ωa

c ∧ ωcb ∧ ηab + ωab ∧ dηab)であり、

ωab ∧ δdηab = δdθc ∧ ωab ∧ ηabc + δθc ∧ ωab ∧ dηabc

となる。ここで、次の 3式 (§A.2)を用いた：

dηab = dθc ∧ ηabc , δηabc = δθd ∧ ηabcd , dηabc = dθd ∧ ηabcd.
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は、

− 1

2κ
Ωab ∧ ηabc = Tc (3.19)

となる。Tc = T b
c ηbと展開すると、上式は、アインシュタイン方程式

Ra
b −

1

2
Rδab = κT a

b (3.20)

と等価である12) 。

3.2.3 重力場のラグランジアン形式についてのコメント
なお、(3.13)のW ′は、

W ′ = W ∗ +K , K def
= Ka

c ∧Kcb ∧ ηab (3.21)

となる (付録C)。ここで、Kab
def
= Kabcθ

cであり、Kabcは (3.4)で与えられる。W ∗は、(3.34)の
W でスピン接続を Levi-Cività接続としたものであり、

W ∗ = Aac ∧ Acb ∧ ηba = −Aac ∧ Acb ∧ ηab (3.22)

である。Aabは Levi-Cività接続である。Kは (−W ∗)で、AabをKabに置き換えたものである。
また、− 1

2κ
Kは遠平行性理論13) でのラグランジアン形式である [24, 25]。

なお、W ∗/2は、
1

2
W ∗ = −1

2
dθa ∧ θb ∧ ∗(dθb ∧ θa) +

1

2
dθa ∧ θa ∧ ∗(dθb ∧ θb)

と書ける [5]。この表式は以下では使わないため、導出は省略する。
(3.21)より、

∂LG

∂dθc
=

1

2κ
Aab ∧ ηabc (3.23)

を得る。また、すぐ後の (3.26)を記号を用いて、
∂Lmat

∂dθc
= ηab

(
− 1

2
Sc,ab + S[a,b]c

)
(3.24)

12)

Ωab ∧ ηabc =
1

2
Rab

deθ
d ∧ θe ∧ ηabc

= Rab
de[(δ

[d
b δ

e]
c )ηa − (δ[da δ

e]
c )ηb + (δ[da δ

e]
b )ηc]

= Rab
bcηa −Rab

acηb +Rab
abηc

= (Rδbc − 2Rb
c)ηb.

13)遠平行性理論では曲率テンソルが 0であり、捩率は 0でない。
なお、曲率テンソルも捩率も 0でない時空をリーマン・カルタン時空 (Ud), 捩率が 0で曲率テンソルは 0でな

い時空をリーマン時空 (Vd), 曲率テンソルが 0であり、捩率は 0でない時空をWeitzenböck時空 (Wd)という。な
お、曲率テンソルも捩率も 0の時空がミンコフスキー時空 (Md)である。Udなどの添え字 dは時空の次元である。
Ud での重力理論をアインシュタイン・カルタン理論ということがある。
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となる14)。上式は、(3.30)を用いて、
∂Lmat

∂dθc
=

1

2κ
Kab ∧ ηabc (3.25)

に変形できる。

3.2.4 Torsionの決定
物質場のラグランジアンは、

Lmat = L0(θ) + ωab ∧ Sab(θ) (3.26)

と書け、Sab = ηcSc,abである。Sc,abは θaに依らない。(3.16)と (A.12)より、
1

2κ
Θc ∧ ηabc = −∂Lmat

∂ωab
= −ηcSc,ab. (3.27)

を得る。これより、
1

2κ
[−Cag

◦

cb + Ccab + Cbg
◦

ca] = −Sc,ab (3.28)

を得る15) 。CcabはDirac場で表される。cと bとを縮約し、
1

2κ
Ca =

Sa
d− 2

(3.29)

を得る。dは次元で、Sa def
= Sbabである。これを (3.28)に代入して、
1

2κ
Ccab = −Sc,ab +

1

d− 2
[Sag

◦

cb − Sbg
◦

ca] (3.30)

を得る。
Lmatがディラック場を含まない (スカラー場, ゲージ場のみ)ならば、Sc,ab = 0である。Lmat

が、(G.1)の LβDのときは (さらにディラック場がゲージ場と結合していても同じ)、

Sc,ab = −1

4
ψ̄(

1

2
γcγab +

1

2
γabγc)ψ = −1

4
ψ̄γabcψ (3.31)

となる。ここで、γabc = γ[aγbγc]である。よって、
Ca = 0 (3.32)

となる。付録Gで、torsionの影響Caは消える。
14)S[a,b]c

def
= (Sa,bc − Sb,ac)/2である。また、(3.24)は§F.6で示す。

15)

Θc ∧ ηabc =
1

2
Cc

de ∧ θd ∧ θeηabc

=
1

2
Cc

de[(δ
d
b δ

e
c − δdc δ

e
b)ηa − (δdaδ

e
c − δdc δ

e
a)ηb + (δdaδ

e
b − δdb δ

e
c)ηc]

= Cbηa − Caηb + Cc
abηc

= ηc(g
◦

acCb − g
◦

cbCa + Ccab).
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3.3 正準形式
W ′は、

W ′ = ωac ∧ ωcb ∧ ηab + ωab ∧ dηab
= W +Θa ∧ ωbc ∧ ηabc (3.33)

とも書き換えられる。ここで、

W
def
= ωac ∧ ωcb ∧ ηba (3.34)

であり、(A.12)を用いた。神長 [15]は、LG = 1
2κ
W を用いた。ディラック場がない場合であっ

たため、これは我々のものと等価である。ディラック場がある場合、 1
2κ
W は適切ではない。第

1構造方程式と (A.2)を使うと、W は、

W = dθa ∧ 1

2
ωbc ∧ ηabc −Θa ∧ 1

2
ωbc ∧ ηabc (3.35)

と書ける。
θaの共役形式は、

πa =
1

2κ
ωbc ∧ ηabc (3.36)

であり、Hamilton formは、

H(θ, π) = dθa ∧ πa − L = HG(θ, π)− Lmat(θ, π) (3.37)

である。ただし、

HG(θ, π) =
W

2κ
(3.38)

である。ここで、(3.33)と (3.35)を用いた。Θa = 0のときは、HG = LGとなる16) 。§3.4で、
N を θaと πaで表し、変分を実行する。Cabcはディラック場で表される。よって、これは θaお
よび πaと独立である。Θa = 1

2
Ca

bcθ
b ∧ θcは πaと独立だが、θaには依存する。

正準方程式は、

dθa =
∂HG

∂πa
− ∂Lmat

∂πa
, (3.39)

dπa =
∂HG

∂θa
− ∂Lmat(θ, π)

∂θa
(3.40)

である。(3.39)の右辺第 2項は、

−∂Lmat

∂πa
= − ∂

∂πa

[
ωbc ∧ Sbc

]
=

∂

∂πa
[Θb ∧ πb] = Θa (3.41)

16)電磁場では、J = 0のとき、ラグランジアン形式と Hamilton formは一致する。これはラグランジアン形式
が dAの 2次形式であったためである。Θa = 0のときは、重力場のラグランジアン形式は dθa の 2次形式であ
る。非可換ゲージ場では、ラグランジアン形式と Hamilton formは一致しない。つまり、重力場の共変解析力学
は、非可換ではなく可換ゲージ場のそれと似ている。『物理学最前線 3』(共立出版, 1983年)の中西 襄「重力場の
量子論」では、重力場の BRS量子化は、非可換ではなく可換ゲージ場のそれと似ている事が指摘されている。
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となる。第 2等号で、(3.27)から導かれる

ωab ∧ Sab = −Θa ∧ πa (3.42)

を用いた。よって、(3.39)は、

dθa =
∂HG

∂πa
+Θa (3.43)

となる。§3.4で、∂HG

∂πa
, ∂HG

∂θa
, ∂Lmat(θ,π)

∂θa
を求める。

3.4 Hamilton formの変分
[15]では、4次元でのみ重力場の変分が実行された。[19]も同じ方法を使っていた。そこでは、

ωabを πaで表す方法として、4次元でしか使えない方法を使っていた。具体的には、4次元での
み成立する ηabc = ηabcdθ

dと、同じく 4次元でのみ成立する πaの展開式 πa = (πabc/2)θ
b ∧ θcと

を (5.29)に代入し、ωabcを πabcと ηabcdとで表していた。ここでは、d次元で使える方法を与え
る [28, 29, 30]。

3.4.1 πaでの変分
(A.5)より、

W = (ωabcω
bca + ωaω

a)η (3.44)

となる。ωabcを πaで表す。

Πc
def
= κπc =

1

2
ωab ∧ ηabc (3.45)

とすると、

Πc ∧ θa ∧ θb =
1

2
ωde ∧ θa ∧ θb ∧ ηcde

=
1

2
ωde ∧ [(δadδ

b
e − δaeδ

b
d)ηc − (δac δ

b
e − δaeδ

b
c)ηd + (δac δ

b
d − δadδ

b
c)ηe]

= ωab ∧ ηc −
1

2
δacω

db ∧ ηd +
1

2
δbcω

da ∧ ηd +
1

2
δacω

be ∧ ηe −
1

2
δbcω

ae ∧ ηe

= ωab ∧ ηc − δacω
db ∧ ηd + δbcω

da ∧ ηd
= (ωabc − δacω

b + δbcω
a)η (3.46)

となる。(A.6)と (A.4)を使った。今、

uc,ab
def
= − ∗ (Πc ∧ θa ∧ θb)
= ωabc − g

◦

acωb + g
◦

bcωa (3.47)
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と置く。ua def
= ubabとすると、

ua = −ωa − ωa + d · ωa = (d− 2)ωa, (3.48)

ωa =
ua
d− 2

(3.49)

であり、

ωabc = uc,ab +
1

d− 2
(g
◦

acub − g
◦

bcua). (3.50)

まとめると、

ωabc = κ
[
vc,ab +

1

d− 2
(g
◦

acvb − g
◦

bcva)
]
, (3.51)

vc,ab
def
= − ∗ Vc,ab , Vc,ab

def
= πc ∧ θa ∧ θb (3.52)

となる。ここで、va def
= vbabである。

次に、δvc,abηを考える。ξを任意の d形式として、

δvc,abξ = −δvc,abξ ∗ η = −δvc,abη ∗ ξ = (−δ[vc,abη] + vc,abδη) ∗ ξ
= (−δVc,ab + vc,abδη) ∗ ξ (3.53)

であるから、

δvc,abη = δVc,ab − vc,abδη (3.54)

となる。πaだけの変分では、

δvc,abη = δπc ∧ θa ∧ θb (3.55)

である。
よって、HGの πaでの変分は、

δHG =
1

2κ
(δωabcω

bca + ωabcδω
bca + 2δωaω

a)η

=
1

2
(ψabcω

bca + ψbcaωabc) + ψaω
a

= ψabc
ωbca + ωcab

2
+ ψaω

a

= ψabcω
c[ab] + ψaω

a (3.56)

となる。ここで、ψa def
= ψbabで、

ψabc
def
=

1

κ
δωabcη

= δπc ∧ θa ∧ θb + δπd ∧
1

d− 2
(g
◦

acθb ∧ θd − g
◦

bcθa ∧ θd) (3.57)

23



である。これより、

ψa = δπc ∧ θc ∧ θa + δπd ∧
1

d− 2
(d · θa ∧ θd − θa ∧ θd)

= δπd ∧
1

d− 2
θa ∧ θd. (3.58)

また、

ψabcω
c[ab] = δπc ∧ θa ∧ θbωc[ab] + δπd ∧

1

d− 2
(g
◦

acθb ∧ θd − g
◦

bcθa ∧ θd)ωc[ab]

= δπc ∧ θa ∧ θbωc[ab] − δπd ∧
1

d− 2
θa ∧ θdωa (3.59)

なので、

δHG = δπc ∧ θa ∧ θbωc[ab], (3.60)

∂HG

∂πc
= θa ∧ θbωc[ab]
= −ωca ∧ θa (3.61)

となる。

3.4.2 θaでの変分
(3.54)を用いて、θaでの変分を実行することが出来る。しかし、ここでは付録Bより従う

∂HG

∂θa
= ea⌋HG − (ea⌋πb) ∧

∂HG

∂πb
(3.62)

を用いる。ここで、⌋は内部積、eaは θaの双対基底

ea⌋θb = δba (3.63)

である。以下、(A.14)から (A.17)を使う。まず、

ea⌋HG = ea⌋
1

2κ
ωdc ∧ ωcb ∧ ηbd

=
1

2κ
(ωdcaω

cb ∧ ηbd − ωcbaω
d
c ∧ ηbd + ωdc ∧ ωcb ∧ ηbda) (3.64)

である。また、

ea⌋πb =
1

2κ
ea⌋(ωcd ∧ ηcdb)

=
1

2κ
(ωcdaηcdb − ωcd ∧ ηcdba), (3.65)

−(ea⌋πb) ∧
∂HG

∂πb
=

1

2κ
(ωcdaηcdb − ωcd ∧ ηcdba) ∧ ωbe ∧ θe

=
1

2κ
(ωcdaω

b
e ∧ θe ∧ ηcdb − ωcd ∧ ωbe ∧ θe ∧ ηcdba) (3.66)
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である。上式右辺第 1項は、

ωcdaω
b
e ∧ θe ∧ ηcdb = ωcdaω

b
e ∧ (δecηdb − δedηcb + δebηcd)

= ωcdaω
b
c ∧ ηdb − ωceaω

b
e ∧ ηcb (3.67)

である。(3.66)右辺第 2項は、

−ωcd ∧ ωbe ∧ θe ∧ ηcdba = ωcd ∧ ωbe ∧ (δecηdba − δedηcba + δebηcda − δeaηcdb)

= ωcd ∧ ωbc ∧ ηdba − ωcd ∧ ωbd ∧ ηcba + 0− ωcd ∧ ωba ∧ ηcdb (3.68)

となる。(3.67)の第 1, 2項は、(3.66)の第 2, 1項とそれぞれキャンセルする。(3.68)の第 2項
は、(3.66)の第 3項とキャンセルし、

∂HG

∂θa
=

1

2κ
(ωcd ∧ ωbc ∧ ηdba − ωcd ∧ ωba ∧ ηcdb)

=
1

2κ
(ωcd ∧ ωbc ∧ ηdba + ωba ∧ ωcd ∧ ηcdb) (3.69)

となる。
(3.69)の右辺は、Sparling’s form(重力場のエネルギー・運動量擬テンソルと関係する)と定
数倍を除いて一致する [13, 16, 18]。

3.4.3 Lmatの変分
次に、∂Lmat(θ, π)/∂θ

cを求める。今、

tc
def
=

∂Lmat(θ, π)

∂θc
− Tc

=
∂Lmat(θ, π)

∂θc
− ∂Lmat(θ, ω)

∂θc
(3.70)

(3.26), すなわち、

Lmat = L0(θ) + ωab ∧ Sab(θ) , Sab(θ) = ηdS
d
ab (3.71)

と (3.42)より、
∂Lmat(θ, ω)

∂θc
=
∂L0

∂θc
− ωab ∧ ηdcSdab, (3.72)

∂Lmat(θ, π)

∂θc
=
∂L0

∂θc
− ∂Θa

∂θc
∧ πa

=
∂L0

∂θc
− Ca

cbθ
b ∧ πa (3.73)

となり、

tc = −Ca
cbθ

b ∧ πa + ωab ∧ ηdcSdab
= −Ca

cbθ
b ∧ 1

2κ
ωde ∧ ηade + ωab ∧ ηdcSdab

≡ ωab ∧ bc,ab (3.74)
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を得る。ところで、

Bc,ab
def
=

1

2κ
Θd ∧ ηabcd (3.75)

と置くと、(3.28)を用いて、

Bc,ab = bc,ab (3.76)

を示すことができる (付録 E)。よって、

tc = ωab ∧ Bc,ab (3.77)

となり、

−∂Lmat(θ, π)

∂θc
= −Tc −

1

2κ
ωab ∧Θd ∧ ηabcd (3.78)

となる。

3.5 正準方程式
3.5.1 θaについての正準方程式
θaについての正準方程式は、

dθa = −ωab ∧ θb +Θa (3.79)

となる。これは第 1構造方程式である。

3.5.2 πaについての正準方程式
πaについての正準方程式 (3.40)は、(3.69), (3.78)より、

dπc =
1

2κ
(ωdb ∧ ωab ∧ ηadc + ωdc ∧ ωab ∧ ηabd

−ωab ∧Θd ∧ ηabcd)− Tc (3.80)

となる。
(3.79)の右辺は πaの 1次で、(3.80)の右辺は πaの 2次である。

3.5.3 アインシュタイン方程式
πaについての正準方程式 (3.80)がアインシュタイン方程式と等価であることを示す。(3.69)は、

∂HG

∂θc
=

1

2κ

[
ωdb ∧ ωab ∧ ηadc + ωdc ∧ ωab ∧ ηabd

]
(3.81)
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である。上式は、
∂HG

∂θc
=

1

2κ

[
− ωad ∧ ω b

d ∧ ηabc

−ωab ∧ (ωda ∧ ηdbc + ωdb ∧ ηadc + ωdc ∧ ηabd)
]

=
1

2κ

[
− Ωab ∧ ηabc + d(ωab ∧ ηabc)

]
+ ωab ∧ Bc,ab (3.82)

と書ける。ここで、(A.11)より、
Bc,ab =

1

2κ

[
dηabc − (ωda ∧ ηdbc + ωdb ∧ ηadc + ωdc ∧ ηabd)

]
(3.83)

となる事を用いた。よって、πcの正準方程式 (3.80)は、
dπc =

1

2κ
[−Ωab ∧ ηabc + d(ωab ∧ ηabc)]− Tc

= − 1

2κ
Ωab ∧ ηabc + dπc − Tc (3.84)

すなわち、
− 1

2κ
Ωab ∧ ηabc = Tc (3.85)

となる。これはアインシュタイン方程式である。

3.6 1階形式
これまで、スピン接続 ωabは、θaの従属変数であった。変分原理におけるこの定式化を 2階
形式という。これに対して、重力の独立変数として θaと ωabとの両方を採用する定式化を 1階
形式という。
1階形式における標準的なラグランジアン形式は、

L(1st)(θ, ω, dω) = L
(1st)
G (θ, ω, dω) + Lmat(θ, ω) (3.86)

である。L(1st)
G は重力場のラグランジアン形式で、

L
(1st)
G =

1

2κ
∗R =

1

2κ
(dωab + ωac ∧ ωcb) ∧ ηab (3.87)

である17)。これは dθaにはよらない。Lmat(θ, ω)は重力場以外の場のラグランジアン形式であ
る。これは、dθa, dωabによらない。L(1st)の変分は、

δL(1st) =
1

2κ

[
δdωab ∧ ηab + (δωac ∧ ωcb + ωac ∧ δωcb) ∧ ηab

+Ωab ∧ δηab
]
+ δθc ∧ ∂Lmat

∂θc
+ δωab ∧ ∂Lmat

∂ωab

= δdωab ∧ 1

2κ
ηab

+δωab ∧
[ 1

2κ
(−ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac) +

∂Lmat

∂ωab

]
+δθc ∧

[ 1

2κ
Ωab ∧ ηabc +

∂Lmat

∂θc

]
(3.88)

17)∗RをW ′ = ∗R− d(ωab ∧ ηab)に変えても、オイラー・ラグランジュ方程式は変わらない。ラグランジアン形
式には、全微分項の不定性があるためである。実際、全微分項の変分は、ストークスの定理より、落ちる。
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である。ここで、(A.8)より、δηab = δθc∧ηabcであることを用いた。また、Ωab = dωab+ωac∧ωcb

である。よって、
∂L(1st)

∂θc
=

1

2κ
Ωab ∧ ηabc + Tc, (3.89)

∂L(1st)

∂dθc
= 0, (3.90)

∂L(1st)

∂ωab
=

1

2κ
(−ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac) +

∂Lmat

∂ωab
, (3.91)

∂L(1st)

∂dωab
=

1

2κ
ηab (3.92)

を得る。ここで、Tc = ∂Lmat/∂θ
cである。

ωabのオイラー・ラグランジュ方程式
∂L(1st)

∂ωab
+ d

∂L(1st)

∂dωab
= 0

は、
1

2κ
[dηab − ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac] +

∂Lmat

∂ωab
= 0 (3.93)

である。これは、2階形式で課した条件 (3.16)と一致する。
θcのオイラー・ラグランジュ方程式 ∂L(1st)/∂θc + d(∂L(1st)/∂dθc) = 0は、アインシュタイン
方程式 (3.19)となる。
2階形式では、重力場のラグランジアンに、高次曲率項 (R2やRabR

abやRabcdR
abcd)がある場

合を扱えないが、1階形式では扱うことができる。
このラグランジアン形式では、共変解析力学の正準形式を考えると、拘束系となる。実際、
共役形式 π

(1st)
c

def
= ∂L(1st)/∂dθc, pab

def
= ∂L(1st)/∂dωabは、それぞれ、π(1st)

c = 0, pab =
1
2κ
ηabとな

る。このため、1階形式での正準形式では、ラグランジュの未定乗数法を用いる必要がある。
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4 ポアソン括弧
前章までは、具体的な系に対して、正準方程式を求めてきた。しかし、そこではポアソン括
弧は使わなかった。本章では、ポアソン括弧について議論する (論文 [21]の解説を試みる)。こ
の章は§2.2の後すぐに読むことも可能である。
微分形式 f の、位置形式 ψAおよび共役形式 πAによる微分が存在することを、f はメタ微分
可能であると言う事にする。また、Za(= ψA, πA)での18)メタ微分 ∂f/∂Zaは、∂̃/∂̃Zaという
(メタ微分)演算が f に作用した結果であると考える：

∂̃

∂̃Za
[f ] =

∂f

∂Za
. (4.1)

以下、メタ微分可能な微分形式についてのみ考える。メタ・ベクトル場

X = Xa ∧ ∂̃

∂̃Za
(4.2)

は、メタ微分可能な微分形式 F に、

X[F ] = Xa ∧ ∂F

∂Za
(4.3)

と作用する。Xaは微分形式である。また、微分形式のことをメタ 0形式と呼ぶ。以下、X, Y

はメタ・ベクトル場とする。
今、

d̃Zb
[ ∂̃

∂̃Za

]
= δba (4.4)

で、双対基底 d̃Zaを定義する。または、

d̃Za[X] = X[Za] = Xa (4.5)

と定義しても良い。d̃ψA, d̃πAは微分 pA, qA形式 (za形式と書く)で、メタ 1形式である。メタ
微分可能な微分形式 f に対して、d̃f を、

d̃f [X]
def
= X[f ] = Xa ∧ ∂f

∂Za
= d̃Za[X] ∧ ∂f

∂Za
(4.6)

で定義する。これは、もし、

d̃f = d̃Za ∧ ∂f

∂Za
(4.7)

と書くと、

(d̃Za ∧ ∂f

∂Za
)[X] = d̃Za[X] ∧ ∂f

∂Za
(4.8)

18)A = 1, 2, · · · , nとすると、a = 1, 2, · · · , 2nで、ZA = ψA, Zn+A = πA である。
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であることを示している。よって、F を一般の f 形式として、

(d̃Za ∧ F )[X]
def
= d̃Za[X] ∧ F (4.9)

とする。また、

F ∧ d̃Za def
= (−1)zaf d̃Za ∧ F (4.10)

とする。
今、d̃Za ⊗ d̃Zbを、

(d̃Za ⊗ d̃Zb)[X,Y ]
def
= (d̃Za[X] ∧ d̃Zb)[Y ] (4.11)

で定義する。また、メタ 2形式を

d̃Za ∧ d̃Zb = d̃Za ⊗ d̃Zb − (−1)zazb d̃Zb ⊗ d̃Za (4.12)

で定義する。よって、

d̃Za ∧ d̃Zb = −(−1)zazb d̃Zb ∧ d̃Za (4.13)

である。内部積 IX を、

IX(d̃Za ∧ F ) def
= (d̃Za ∧ F )[X], (4.14)

(IX(d̃Za ∧ d̃Zb))[Y ]
def
= (d̃Za ∧ d̃Zb)[X,Y ] (4.15)

で定義する。ここで、F は任意のメタ 0形式である。
メタ・シンプレクティック形式を

ω̃
def
= −d̃ψA ∧ d̃πA (4.16)

で定義する。メタ微分可能な微分形式 (メタ 0形式)f に対して、

d̃f = IXf
ω̃ (4.17)

によって、メタ・ハミルトン・ベクトル場Xf が定まる。一般のポアソン括弧は、メタ微分可
能な微分形式 (メタ 0形式)f , gに対して、

{f, g} def
= IXf

IXg ω̃

= IXf
d̃g

= Xf [g] (4.18)

= ω̃[Xg,Xf ] (4.19)

で定義する。
Xf を求める。(4.17)の左辺は、f を F 形式として、

d̃f = d̃ψA ∧ ∂f

∂ψA
+ d̃πA ∧ ∂f

∂πA
(4.20)

= (−1)pA(F−pA) ∂f

∂ψA
∧ d̃ψA + (−1)qA(F−qA) ∂f

∂πA
∧ d̃πA (4.21)
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である。Xf を

Xf = fX
A ∧ ∂̃

∂̃ψA
+ fYA ∧ ∂̃

∂̃πA
(4.22)

と書くと、(4.17)の右辺は、

IXf
ω̃ = −fX

A ∧ d̃πA + (−1)pAqAfYA ∧ d̃ψA (4.23)

なので、

fX
A = −(−1)qA(F−qA) ∂f

∂πA
, (4.24)

fYA = (−1)pAqA(−1)pA(F−pA) ∂f

∂ψA
(4.25)

を得る。ポアソン括弧は、

{f, g} = Xf [g] = fYA ∧ ∂g

∂πA
+ fX

A ∧ ∂g

∂ψA
(4.26)

である。符号は、

(−1)qA(F−qA) = (−1)(d−pA−1)F−d+pA+1 = (−1)(d+pA−1)(F+1),

(−1)pAqA(−1)pA(F−pA) = (−1)pA(d−pA−1)+pAF−p2A = (−1)pAd−pA+pAF = (−1)pA(F+d+1)

なので、

Xf = (−1)pA(F+d+1) ∂f

∂ψA
∧ ∂̃

∂̃πA
− (−1)(d+pA−1)(F+1) ∂f

∂πA
∧ ∂̃

∂̃ψA
(4.27)

および、

{F,G} = (−1)pA(f+d+1) ∂F

∂ψA
∧ ∂G

∂πA
− (−1)(d+pA−1)(f+1) ∂F

∂πA
∧ ∂G

∂ψA
(4.28)

を得る。ただし、F は f 形式とした。基本ポアソン括弧は、

{ψA, ψB} = 0, {πA, πB} = 0, (4.29)

{ψA, πB} = δAB(−1)dpA , (4.30)

{πA, ψA} = −δBA (4.31)

となる。
メタ微分可能な微分形式 F の運動方程式は、

dF = −{H,F} (4.32)

と書ける。ここで、Hは d形式であって、その積分ではない。ポアソン括弧の引数は微分形式
であり、それは同じ点でのものである。通常の場の解析力学の、汎関数微分を使った定式化よ
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り、質点系のポアソン括弧に近い。実際、このポアソン括弧は、質点系のポアソン括弧の自然
な拡張である。d = 1(質点系)のとき、通常の質点系のポアソン括弧となる。
また、通常の質点系の解析力学のシンプレクティック形式における微分形式は、実はメタ微
分形式の事であると分かる。
F , G, Hがメタ微分可能な f , g, h形式のとき、

{G,F} = −(−1)(f+d+1)(g+d+1){F,G} (4.33)

および、

{F,G ∧H} = {F,G} ∧H + (−1)(f+d+1)gG ∧ {F,H} (4.34)

が成り立つ。上 2式より、

{G ∧H,F} = (−1)(f+d+1)h{G,F} ∧H +G ∧ {H,F} (4.35)

である。メタ・リー微分やポアソン括弧のヤコビ恒等式については、[21]を参照。
付録 Iでは、テンソルの成分を基本変数としたポアソン括弧を調べる。これは、上のポアソ
ン括弧と等価ではない。また、定式化の見通しが悪い。
共変解析力学は、「微分形式の微分形式による微分」(メタ微分)を用いて定式化され、時間と
空間は平等であり、座標系に依らない定式化である (微分形式は座標系に依らないので)。通常
の解析力学では、電磁場やゲージ場, 重力場は第 1種の拘束系であるが、共変解析力学では非
拘束系となる。つまり、第 1種拘束系は、時間を特別扱いしたために生じる。一方、付録Gで
議論するように、通常の解析力学で第 2種拘束系であったディラック場は、共変解析力学でも
拘束系となる。
本章では、ポアソン括弧を定式化した。共変解析力学のポアソン括弧は、De Donder-Weyl理論
のポアソン括弧 (付録 I)と等価ではない。ポアソン括弧と量子化との関係は不明である。ただし、
I. V. Kanatchikov[22]は、De Donder-Weyl理論のポアソン括弧の量子化への応用 (precanonical

quantization)を議論している。
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5 ゲージ変換の生成子
この章では、共変解析力学におけるゲージ変換の生成子について議論する。この章の論文化
は [30]である。著作権が気になるので、この節は [30]との重複をなるべく避ける。
場 ψAとその共役形式 πAの無限小変換

ψA → ψA + δψA , πA → πA + δπA (5.1)

を考える。もし、

δψA = {ψA, G} , δπA = {πA, G} (5.2)

を満たす (d − 1)形式Gが存在するとき、Gを変換の生成子という [27]。微分形式 F が ψAと
πAで微分可能なとき、F の変換は、

δF = {F,G} (5.3)

で与えられる。

5.1 Noether current

p形式の場の微小変換 ψA → ψA + δψAに対して、

δL ≡ δψA ∧ [L]A + d
(
δψA ∧ ∂L

∂dψA

)
(5.4)

が成り立つ。ここで、[L]A
def
= ∂L/∂ψA − (−1)pd(∂L/∂dψA)であり、≡はオイラー・ラグラン

ジュ方程式を使わずに成り立つ恒等式を表す。δL = dlのとき、 オイラー・ラグランジュ方程
式 [L]A = 0の下でネーターカレント

N
def
= δψA ∧ ∂L

∂dψA
− l (5.5)

は保存する：

dN = 0. (5.6)

5.2 ネーターカレントは変換の生成子である
以下では、δψAおよび lはψAとパラメーターのみに依存し、dψAや πAを含まないと仮定す
る。この場合、ネーターカレントが変換の生成子である [30]。
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5.3 εrNr + dεr ∧ Frタイプのネーターカレント
以下では、局所変換のネーターカレントが、

N = εrNr + dεr ∧ Fr (5.7)

で与えられる場合を考える。εrは微小のパラメーラー (0形式)である。Nrは大域的変換のネー
ターカレントである。論文 [27]によると、

Nr = −{Fr, H} (5.8)

はオイラー・ラグランジュ方程式なしに成り立つ。
以下ではゲージ場と重力場を具体的に調べる。

5.4 ゲージ場
ゲージ場Arが p形式の物質場 ψAと結合しているとする。全ラグランジアン形式は、

L = L0(ψ
A, (Dψ)A) + L1 (5.9)

である。(Dψ)Aは共変微分である。L0, L1はそれぞれ物質場, ゲージ場のラグランジアン形式
である。無限小の局所変換は、

δψA = εr(Gr)
A
Bψ

B , δAr = εsf rstA
t − dεr , δL0 = 0 , δL1 = 0 (5.10)

である。εr は無限小パラメーラー, Gr は線形リー群 G の生成子の表現である。共変微分は、
(Dψ)A

def
= dψA + Ar(Gr)

A
B ∧ ψBである。大域的ネーターカレントNrは、

Nr = N (0)
r +N (1)

r , (5.11)

N (0)
r = (Gr)

A
Bψ

B ∧ πA, (5.12)

N (1)
r = f srtA

t ∧ πs (5.13)

である。πA, πrはそれぞれ ψA, πrの共役形式である。(5.7)の Frは、

Fr = −πr (5.14)

である。N は変換の生成子であることを確かめることができる：

δψA = {ψA, N} = εr(Gr)
A
Bψ

B, (5.15)

δAr = {Ar, N} = εsf rstA
t − dεr, (5.16)

δπA = {πA, N} = −εr(Gr)
B
AπB, (5.17)

δπr = {πr, N} = −εsf tsrπt. (5.18)

(5.8)を確かめる。Hamilton form Hの微分は、§5.4より、
∂H

∂Aa
= −f cabAb ∧ πc − Ja, (5.19)

∂H

∂πa
= k ∗ πa − 1

2
fabcA

b ∧ Ac. (5.20)
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である。ここで、

Jr
def
=
∂L0(ψ

A, (Dψ)A)

∂Ar
= (Gr)

A
Bψ

B ∧ πA = N (0)
r (5.21)

である。よって、

−{Fr, H} = − ∂H

∂Ar

= f crbA
b ∧ πc + Jr

= Nr. (5.22)

を得る。(5.21)を用いた。

5.5 重力場
無限小ローレンツ変換

δθa = εabθ
b (5.23)

を考える。εabは無限小パラメーラーで、εab = −εbaを満たす。
ネーターカレントN は、

N =
1

2
εabNab +

1

2
dεab ∧ Fab, (5.24)

Nab = N
(0)
ab +N

(1)
ab , (5.25)

N
(0)
ab = 2

∂Lmat

∂ωab
, (5.26)

N
(1)
ab = 2θ[b ∧ πa] = θb ∧ πa − θa ∧ πb (5.27)

である。[ ]は反対称化である。また、

Fab = −1

κ
ηab (5.28)

を示せる [30]。
以下、(5.8)を確かめる。θaの共役形式は、

πa =
1

2κ
ωbc ∧ ηabc (5.29)

である。Hamilton formは、
H(θ, π) = dθa ∧ πa − L = HG(θ, π)− Lmat(θ, π) (5.30)

である。HGは重力場のHamilton formである。よって、

−{Fab, H} =
1

κ
{ηab, HG} −

1

κ
{ηab, Lmat}

= −1

κ

∂ηab
∂θc

∧ ∂HG

∂πc
+

1

κ

∂ηab
∂θc

∧ ∂Lmat

∂πc

= −1

κ
ηabc ∧ (−ωcd ∧ θd)−

1

κ
ηabc ∧Θc

=
1

κ
ωcd ∧ θd ∧ ηabc + 2

∂Lmat

∂ωab
(5.31)
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を得る。ここで、(3.61), (A.8)および (3.41)を 3行目で用いた。また、(3.27)を 4行目で用い
た。(A.2)より、

κN
(1)
ab = −ωcd ∧ θ[b ∧ ηa]cd = −2ωc[b ∧ ηa]c = ωcd ∧ θd ∧ ηabc (5.32)

なので、
Nab = −{Fab, H} (5.33)

を得る。

5.6 コメント
通常の解析力学では、 ∫

dd−1x
√
−gN 0

r (5.34)

が生成子となる。N 0
r はネーターカレントN µ

r の µ = 0成分である。共変解析力学では、積分
はいらない。また、全成分を使う。
ネーターカレント形式Nr = ∗(Nr,µdx

µ)のポアソン括弧が、ゲージ群 Gの生成子の交換関係
と同じ形になるのは不思議である。
(d− 2)形式 Frは何者か？

5.7 この章の仮定を満たさない変換の例
2n形式 ψとラグランジアン形式

L = −1

2
dψ ∧ ∗dψ − 1

2
m2ψ ∧ ∗ψ (5.35)

を考え、d = 4n+ 1とする。共役形式 π = − ∗ dψは 2n形式である。Hamilton fromは、

H =
1

2
π ∧ ∗π +

1

2
m2ψ ∧ ∗ψ (5.36)

である。無限小変換
δψ =

ε

m
π , δπ = −mεψ (5.37)

のもとでHは不変である。εは微小の 0形式である。生成子は、

G = ε
( 1

2m
π ∧ π +

m

2
ψ ∧ ψ

)
(5.38)

である。δLは、
δL = εd(−mψ ∧ ψ) (5.39)

となる。εが時空点に依らないなら、ネーターカレントは、
N =

ε

m
π ∧ π + εmψ ∧ ψ = 2G (5.40)

であり、これは生成子ではない。
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A 公式集
A.1 公式集
まずは、微分形式の公式を列挙する。それらの証明は§A.2で行う。
θa ∧ ηa1···ar(r = 1, 2, 3, 4)の公式は、以下の通りである [18, 7]：

θa ∧ ηbcde = −δab ηcde + δac ηbde − δadηbce + δaeηbcd, (A.1)

θa ∧ ηbcd = δab ηcd − δac ηbd + δadηbc, (A.2)

θa ∧ ηbc = −δab ηc + δac ηb, (A.3)

θa ∧ ηb = δab η. (A.4)

(A.3)と (A.4)より、

θa ∧ θb ∧ ηcd = (δac δ
b
d − δadδ

b
c)η (A.5)

を得る。(A.2)と (A.3)より、

θa ∧ θb ∧ ηcde = (δadδ
b
e − δaeδ

b
d)ηc − (δac δ

b
e − δaeδ

b
c)ηd + (δac δ

b
d − δadδ

b
c)ηe (A.6)

である。
δηa1···ar(r = 0, 1, 2, 3)は以下の通りである：

δηabc = δθd ∧ ηabcd, (A.7)

δηab = δθc ∧ ηabc, (A.8)

δηa = δθb ∧ ηab, (A.9)

δη = δθa ∧ ηa. (A.10)

dηa1···ar(r = 1, 2, 3)の公式は、以下の通り通りである [18]：

dηabc = Ada ∧ ηdbc + Adb ∧ ηadc + Adc ∧ ηabd
= ωda ∧ ηdbc + ωdb ∧ ηadc + ωdc ∧ ηabd +Θd ∧ ηabcd, (A.11)

dηab = Aca ∧ ηcb + Acb ∧ ηac
= ωca ∧ ηcb + ωcb ∧ ηac +Θc ∧ ηabc, (A.12)

dηa = Aba ∧ ηb
= ωba ∧ ηb +Θb ∧ ηab = (ωa + Ca)η. (A.13)

ηa1···ar(r = 1, 2, 3, 4)は、

ηa = ea⌋η, (A.14)

ηab = eb⌋ηa, (A.15)

ηabc = ec⌋ηab, (A.16)

ηabcd = ed⌋ηabc (A.17)

とも表せる [7]。ここで、⌋は内部積であり、eaは θaの双対基底 ea⌋θb = δbaである。
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A.2 証明
この小節では、

ηa1a2···ap
def
= ∗(θa1 ∧ θa2 ∧ · · · ∧ θap) (A.18)

という記号を用いる。

A.2.1 θb ∧ ηa1···ar の公式の証明
ωを任意の p形式として、

∗(ω ∧ θb) = eb⌋ ∗ ω (A.19)

が成り立つ。ただし、Sが 0形式のとき、ea⌋S def
= 0とする。この公式を示す。ωを

ω = ωa1···apθ
a1 ∧ · · · ∧ θap (A.20)

と展開すると、∗は、

∗ω =
1

(r + 1)!
ωa1···apε

a1···ap
c1···cr+1

θc1 ∧ · · · ∧ θcr+1 (A.21)

となる。ここで、r def
= d− p− 1であり、εa1a2···anは完全反対称で、ε01···d−1 = 1である。また、

gab
◦ で εの添え字を上げた。eb⌋ ∗ ωは、

eb⌋ ∗ ω =
1

r!
ωa1···apε

a1···ap
c1···cr+1

δc1b θ
c2 ∧ · · · ∧ θcr+1

=
1

r!
ωa1···apε

a1···ap
bc1···crθ

c1 ∧ · · · ∧ θcr (A.22)

となる。第 1等号で、

eb⌋(θc1 ∧ · · · ∧ θcr+1) = (r + 1)δ
[c1
b θc2 ∧ · · · ∧ θcr+1] (A.23)

を用いた。一方、

∗(ω ∧ θb) =
1

r!
ωa1···apε

a1···ap
bc1···crθ

c1 ∧ · · · ∧ θcr (A.24)

であり、これは eb⌋ ∗ ωと一致する。よって (A.19)が示された。
(A.19)の ∗を取って、

θb ∧ ω = (−1)(p+1)d ∗ (eb⌋ ∗ ω) (A.25)

を得る。ここで、(2.7)を用いた。ω = ηa1a2···ar とすると、

θb ∧ ηa1a2···ar = −(−1)r ∗ (eb⌋(θa1 ∧ · · · ∧ θar))
= (−1)r[−δba1ηa2···ar + δba2ηa1a3···ar + · · ·+ (−1)rδbapηa1a2···ar−1 ] (A.26)

を得る。これより (A.1)から (A.4)を得る。
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A.2.2 δηa1···ar の公式の証明
ηa1···ar は、

ηa1···ar =
1

s!
εa1···arc1···csθ

c1 ∧ · · · ∧ θcs (A.27)

と書ける。ここで、s def
= d− rである。また、

δ(θc1 ∧ · · · ∧ θcs) = sδθ[c1 ∧ θc2 ∧ · · · ∧ θcs] (A.28)

なので、

δηa1···ar =
1

(s− 1)!
εa1···arc1···csδθ

c1 ∧ θc2 ∧ · · · ∧ θcs

= δθb ∧ ηa1···arb (A.29)

を得る。これより、(A.7)から (A.10)が得られる。

A.2.3 dηa1···ar の公式の証明
βが {αi}で表され、{αi}についての微分を持つとする。また、βは時空点に陽に依存しない
とする。このとき、

dβ = dαi ∧ ∂β

∂αi
(A.30)

が成立する。この式は後で示す。(A.29)と (A.30)とを組み合わせて、

dηa1···ar = dθb ∧ ηa1···arb (A.31)

を得る (r = 1, 2, · · · , d− 1)。上式に第 1構造方程式

dθa = −Aab ∧ θb = −ωab ∧ θb +Θa (A.32)

を代入し、(A.26)を用いると、(A.11)から (A.13)が得られる。
(A.30)を示す。簡単のため、αiの添え字 iを省く。βが p形式, αが r形式 (r ≤ p)とすると、

ω
def
= ∂β/∂αは、(p− r)形式である。s def

= p− rとする。β, α, ωを成分で、

β = βµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (A.33)

α = αµ1···µrdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµr , (A.34)

ω = ωµ1···µsdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµs , (A.35)

(A.36)

と書くと、δβ = δα ∧ ωは、

δβµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp = δαµ1···µrων1···νsdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ∧ dxν1 ∧ · · · ∧ dxνs (A.37)
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となる。この式より、

δβµ1···µp = δα[µ1···µrωµr+1···µp] (A.38)

を得る。一方、(A.37)の右辺で、

δαµ1···µr → ∂λαµ1···µrdx
λ∧ (A.39)

の置き換えをすると、(A.37)の右辺は (A.30)の右辺に変わる。(A.38)より、(A.39)の置き換え
で、δβµ1···µp は ∂λβµ1···µpdx

λ∧ に置き換わり、(A.37)の左辺は (A.30)の左辺に変わる。以上よ
り、(A.30)が示された。

A.2.4 eb⌋ηa1···ar の公式の証明
(A.14)から (A.17)は、(A.19)より直ちに導かれる。
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B フレーム1形式 θaでの微分の公式
この節は、[7]による。
X(θ, ϕA)を d形式として、

∂X

∂θa
= ea⌋X − (ea⌋ϕA) ∧

∂X

∂ϕA
(B.1)

を示す。これより (3.62)が従う。Xがラグランジアン形式なら、ϕA = dθa, ψA, dψAである。こ
こで、ψAは、フレーム 1形式 θa以外の位置形式である。Xがハミルトン形式なら、ϕAは、θa
の共役形式 πa, ψ

A, ψAの共役形式を表す。まず、

δX = δθa ∧ ∂X

∂θa
+ δϕA ∧ ∂X

∂ϕA
(B.2)

である。これに、

δ• = Lξ•
def
= ξ⌋d •+d(ξ⌋•) (• = X, θa, ϕA) (B.3)

を19) 代入すると、

d(ξ⌋X) = [ξ⌋dθa + d(ξ⌋θa)] ∧ ∂X

∂θa
+ [ξ⌋dϕA + d(ξ⌋ϕA)] ∧

∂X

∂ϕA

= ξ⌋dθa ∧ ∂X

∂θa
+ d

[
(ξ⌋θa)∂X

∂θa

]
− (ξ⌋θa)d∂X

∂θa

+(ξ⌋dϕA) ∧
∂X

∂ϕA
+ d

[
(ξ⌋ϕA) ∧

∂X

∂ϕA

]
+ (−1)pA(ξ⌋ϕA) ∧ d

∂X

∂ϕA
(B.4)

を得る (ϕAは pA形式)。これを

dA+B = 0 (B.5)

と書くと、

A = −ξ⌋X + (ξ⌋θa)∂X
∂θa

+ (ξ⌋ϕA) ∧
∂X

∂ϕA
(B.6)

である。A = ξaAa, B = ξaBaと書くと、

dξa ∧ Aa + ξa ∧ (dAa +Ba) = 0 (B.7)

であり、ξaと dξaは独立なので、Aa = 0とBa = 0, つまり、

A = 0 , B = 0 (B.8)

である。A = 0に ξ = eaを代入して、(B.1)を得る。

19)Lξ はリー微分である。ξ = ξaeaはベクトル場である。δは微小なので、ξaも微小であるべきであるが、(B.2)
は ξa について線形なので、ξa が有限の大きさでも成立する。
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C 重力場のラグランジアン形式の書き換え
C.1 ∗Rの評価
∗Rは、

∗R = (dωab + ωac ∧ ωcb) ∧ ηab (C.1)

で与えられ、スピン接続は、
ωab = Aab +Kab (C.2)

で与えられる。ここで、Kab
def
= Kabcθ

cであり、Kabcは (3.4)で与えられる。Aabは Levi-Cività

接続である。∗Rは以下のようになる：
∗R = ∗R∗ + dKab ∧ ηab + (Aac ∧Kcb +Ka

c ∧ Acb +Ka
c ∧Kcb) ∧ ηab

= ∗R∗ + d(Kab ∧ ηab) +Kab ∧ dηab
+(Aac ∧Kcb +Ka

c ∧ Acb +Ka
c ∧Kcb) ∧ ηab

≡ ∗R∗ + d(Kab ∧ ηab) +K. (C.3)

R∗はリーマン接続でのスカラー曲率である。また、(A.12)より、
Kab ∧ dηab = Kab ∧ (Aca ∧ ηcb + Acb ∧ ηac)

= (Kcb ∧ Aac −Ka
c ∧ Acb) ∧ ηab (C.4)

なので、
K = Ka

c ∧Kcb ∧ ηab (C.5)

となる。よって、
∗R = ∗R∗ + d(Kab ∧ ηab) +Ka

c ∧Kcb ∧ ηab (C.6)

を得る。

C.2 N ′の評価
(3.13)のW ′は、

W ′ = ∗R− d(ωab ∧ ηab)
= ∗R− d(Aab ∧ ηab)− d(Kab ∧ ηab)
= ∗R∗ − d(Aab ∧ ηab) +K
= W ∗ +K (C.7)

となる。ここで、W ∗は、(3.34)のW でスピン接続を Levi-Cività接続としたものであり、
W ∗ = Aac ∧ Acb ∧ ηba = −Aac ∧ Acb ∧ ηab (C.8)

である。
Kは (−N∗)で、AabをKabに置き換えたものである。また、− 1

2κ
Kは遠平行性理論でのラグ

ランジアン形式である [24, 25]。
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D エネルギー・運動量形式の計算
この章では、エネルギー・運動量形式の計算の仕方を解説する [5]。複素スカラー場 (0形式)

を ϕとすると、そのラグランジアン形式には、−dϕ∗ ∧∗dϕが含まれる。また、Aを電磁場 (1形
式)とし、F = dAとすると、電磁場のラグランジアン形式には、−1

2
F ∧ ∗F が含まれる。ここ

では、G, Hを p形式としたとき、L def
= G ∧ ∗Hのフレーム形式 θaによる微分を考える。この

とき、

δL = δG ∧ ∗H +G ∧ δ ∗H (D.1)

である。δは、θaについての変分である20) 。今、θa1a2···ap def
= θa1 ∧ · · · ∧ θapとし、

G = Ga1a2···apθ
a1a2···ap (D.2)

と置くと、

G ∧ δ ∗H = Ga1a2···ap(θ
a1a2···ap ∧ δ ∗H) (D.3)

と書ける。さて、

θa1a2···ap ∧ ∗H = H ∧ ∗θa1a2···ap = H ∧ ηa1a2···ap (D.4)

である。これより、

θa1a2···ap ∧ δ ∗H = δH ∧ ηa1a2···ap +H ∧ δηa1a2···ap

−δθa1a2···ap ∧ ∗H (D.5)

を得る。ここで、eaを θaの双対基底 (ea⌋θb = δba)とする。⌋は内部積である。このとき、

δθa1a2···ap = δθb ∧ (eb⌋θa1a2···ap), (D.6)

δηa1a2···ap = δθb ∧ (eb⌋ηa1a2···ap) (D.7)

である (後者は付録Aで示す)。よって、

θa1a2···ap ∧ δ ∗H = δH ∧ ηa1a2···ap +H ∧ δθb ∧ (eb⌋ηa1a2···ap)
−δθb ∧ (eb⌋θa1a2···ap) ∧ ∗H

= δH ∧ ηa1a2···ap + δθb ∧
[
(−1)pH ∧ (eb⌋ηa1a2···ap)

−(eb⌋θa1a2···ap) ∧ ∗H
]

(D.8)

を得る。これにGa1a2···apをかけて、(D.2)を用いると、

G ∧ δ ∗H = δH ∧ ∗G+ δθa ∧
[
(−1)pH ∧ (ea⌋ ∗G)

−(ea⌋G) ∧ ∗H
]

(D.9)

20)上式から (D.13)までの公式は、δが他の微分形式についての変分を含んでいても成り立つ。
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となる。よって、

δL = δG ∧ ∗H + δH ∧ ∗G+ δθa ∧
[
(−1)pH ∧ (ea⌋ ∗G)

−(ea⌋G) ∧ ∗H
]

(D.10)

となる。ところで、

ea⌋L = (ea⌋H) ∧ ∗G+ (−1)pH ∧ (ea⌋ ∗G) (D.11)

なので、

(−1)pH ∧ (ea⌋ ∗G) = ea⌋L− (ea⌋H) ∧ ∗G (D.12)

であり、これを (D.10)に代入して、

δL = δG ∧ ∗H + δH ∧ ∗G
+δθa ∧

[
ea⌋L− (ea⌋H) ∧ ∗G− (ea⌋G) ∧ ∗H

]
(D.13)

を得る。これより、例えば、電磁場のラグランジアン形式 LF
def
= −1

2
F ∧ ∗F に対して、

∂LF
∂θa

= ea⌋LF + (ea⌋F ) ∧ ∗F (D.14)

となる。
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E (3.76)の証明
(3.76)を証明する。(3.74)の bc,abは、

bc,ab = ηdcS
d
ab +

1

2κ
Cd

ceθ
e ∧ ηdab (E.1)

となる。これが、

Bc,ab =
1

2κ
Θd ∧ ηabcd (E.2)

と等しい事を示す。
(E.1)の第 2項において、

Cd
ceθ

e ∧ ηdab = Cd
ce(δ

e
dηab − δeaηdb + δebηda)

= Ccηab − Cd
caηdb + Cd

cbηda

= Ccηab + 2Cd
c[aηb]d (E.3)

である。ここで、(A.2)とCa = Cb
abとを用いた。また、(E.1)の第 1項において、

2κηdcS
d
ab = ηdc(Caδ

d
b − Cd

ab − Cbδ
d
a)

= Caηbc − Cd
abηdc − Cbηac

= 2C[aηb]c − Cd
abηdc (E.4)

である。ここで、(3.28)を用いた。よって、

2κbc,ab = Ccηab + 2Cd
c[aηb]d + 2C[aηb]c + Cd

abηcd (E.5)

となる。
また、

2κBc,ab =
1

2
Cd

efθ
e ∧ θf ∧ ηabcd (E.6)

である。(A.1), (A.2)より、

θe ∧ θf ∧ ηabcd = 2(δe[cδ
f
d]ηab + δe[dδ

f
b]ηac + δe[bδ

f
c]ηad

+δe[aδ
f
d]ηbc + δe[cδ

f
a]ηbd + δe[aδ

f
b]ηcd) (E.7)

である。よって、

2κBc,ab = Cd
cdηab + Cd

dbηac + Cd
bcηad + Cd

adηbc + Cd
caηbd + Cd

abηcd

= Ccηab − Cbηac + Cd
bcηad + Caηbc + Cd

caηbd + Cd
abηcd

= Ccηab + 2C[aηb]c + 2Cd
c[aηb]d + Cd

abηcd (E.8)

となる。これは (E.5)と一致する。よって、bc,ab = Bc,abが示された。
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F 捩率がない場合の2階形式の重力場
F.1 ラグランジュ形式
重力のラグランジアン形式 (3.12)の変分は、

δL(θ, dθ) = δθc ∧
( 1

2κ
[Ωab ∧ ηabc − d(ωab ∧ ηabc)] +

∂Lmat(θ, dθ)

∂θc

)
+δdθc ∧

[ 1

2κ
ωab ∧ ηabc +

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc

]
+δωab(θ, dθ) ∧ 1

2κ
[dηab − ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac] (F.1)

とも書ける。今、δωabの係数が 0だと要請する：

dηab − ωca ∧ ηcb − ωcb ∧ ηac = 0. (F.2)

このとき、ωab = Aabとなる。また、(F.1)より、
∂L

∂θc
=

1

2κ
[F ab ∧ ηabc − d(Aab ∧ ηabc)] +

∂Lmat(θ, dθ)

∂θc
, (F.3)

∂L

∂dθc
=

1

2κ
Aab ∧ ηabc +

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc
(F.4)

を得る。ただし、ωab = Aabを用いた。F a
bはレビ=チビタ接続に対する曲率 2形式である。よっ

て、オイラー・ラグランジュ方程式 ∂L/∂θc + d(∂L/∂dθc) = 0は、

−1

2
F ab ∧ ηabc = κTc (F.5)

となる。ただし、

Tc
def
=

∂Lmat(θ, dθ)

∂θc
+ d

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc
(F.6)

である。

F.2 準備
共役形式は、

πa =
1

2κ
Abc ∧ ηabc +

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθa

= π̃a + pa, (F.7)

π̃a
def
=

1

2κ
Abc ∧ ηabc, (F.8)

pc
def
=

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc
= ηab

(
− 1

2
Sc,ab + S[a,b]c

)
=: ηabScab (F.9)
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となる。Hamiltion formは、

H
def
= dθa ∧ πa − L

= dθa ∧ (π̃a + pa)−
W ∗

2κ
− Lmat (F.10)

であり、

dθa ∧ π̃a =
W ∗

κ
(F.11)

なので、

H =
W ∗

2κ
+ dθa ∧ pa − Lmat (F.12)

となる。今、

dθa =
1

2
∆a

bcθ
b ∧ θc , ωab = ωabcθ

c (F.13)

と置くと、

Wa,bc
def
= dθa ∧ ηbc

=
1

2
∆adeθ

d ∧ θe ∧ ηbc

=
1

2
∆adeθ

d ∧ θe ∧ ηbc

=
1

2
∆ade(δ

d
b δ
e
c − δdc δ

e
b)η

= ∆abcη (F.14)

となる。よって、

dθa ∧ pa = dθa ∧ ηbcSabc
= W a,bcSabc = ∆abcSabcη (F.15)

である。これより、

H = H
(1)
G +H

(2)
G − Lmat =: HG − Lmat, (F.16)

H
(1)
G

def
=

W ∗

2κ
=

1

2κ
(AabcA

bca + AaA
a)η, (F.17)

H
(2)
G

def
= ∆abcSabcη = 2Aa[bc]Sabcη (F.18)

となる。ここで、また、

dθa = −Aab ∧ θb

= Aa[bc]θ
b ∧ θc (F.19)

より、

∆abc = 2Aa[bc] (F.20)
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であることを用いた。
(3.51)と同様に、

Aabc = κ
[
vc,ab +

1

d− 2
(g
◦

acvb − g
◦

bcva)
]
, (F.21)

vc,ab
def
= − ∗ Vc,ab , Vc,ab

def
= π̃c ∧ θa ∧ θb (F.22)

である。また、

δvc,abη = δVc,ab − vc,abδη

= δπ̃c ∧ θa ∧ θb + π̃c ∧ δθa ∧ θb + π̃c ∧ θa ∧ δθb − vc,abδθ
a ∧ ηa (F.23)

となる。ここで、

δπ̃c = δπc − δpc

= δπc − δηabScab
= δπc − δθd ∧ ηabdScab (F.24)

である。

F.3 πaでの変分
まず、(3.61)と同様に、

∂H
(1)
G

∂πc
= −Aca ∧ θa (F.25)

である。
また、

δH
(2)
G = 2δAa[bc]Sabcη = 2κaabcSabc, (F.26)

aabc = δπc ∧ θa ∧ θb −
1

d− 2
(g
◦

acδπd ∧ θb ∧ θd − g
◦

bcδπd ∧ θa ∧ θd)

= δπd ∧
[
δdc θa ∧ θb −

1

d− 2
(g
◦

acθb ∧ θd − g
◦

bcθa ∧ θd)
]

(F.27)

なので、

∂H
(2)
G

∂πd
= 2κSabc

[
δdc θa ∧ θb −

1

d− 2
(g
◦

acθb ∧ θd − g
◦

bcθa ∧ θd)
]

= 2κ
[
S d
[ab] θ

a ∧ θb − 1

d− 2
Saθa ∧ θd

]
(F.28)

となる。ここで、

Scab = −1

2
Sc,ab + S[a,b]c =

1

2
(Sa,bc − Sb,ac − Sc,ab) (F.29)
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なので、

Sabd = −1

2
(Sb,ad + Sd,ba + Sa,bd), (F.30)

S d
[ab] = −1

2
Sdba =

1

2
Sdab (F.31)

および、

Sa = −Sa (F.32)

なので、
∂H

(2)
G

∂πd
= κ

[
Sdabθ

a ∧ θb + 2

d− 2
Saθ

a ∧ θd
]

(F.33)

となる。
また、

δLmat = δAab ∧ Sd,abηd
= δAabcS

d,abθc ∧ ηd
= δAabcS

c,abη = aabcS
c,ab (F.34)

なので、

δLmat = δπd ∧ κSc,ab
[
δdc θa ∧ θb −

1

d− 2
(g
◦

acθb ∧ θd − g
◦

bcθa ∧ θd)
]

(F.35)

であり、
∂Lmat

∂πd
= κ

[
Sdabθ

a ∧ θb + 2

d− 2
Saθa ∧ θd

]
(F.36)

なので、
∂H

∂πc
= −Aca ∧ θa (F.37)

となる。

F.4 θaでの変分
Xを d形式とし、これは θa, πaと {ψA}で表されるとする。この時、(B.1)より、

∂X

∂θa
= ea⌋X − (ea⌋πb) ∧

∂X

∂πb
− (ea⌋ψA) ∧

∂X

∂ψA
(F.38)

である。ここで、

ea⌋πb =
1

2κ
ea⌋(Acd ∧ ηcdb) + ea⌋ηcdSbcd

=
1

2κ
(Acdaηcdb − Acd ∧ ηcdba) + ηcdaS cd

b (F.39)
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である。よって、

−(ea⌋πb) ∧
∂H

∂πb
=

1

2κ
(Acdaηcdb − Acd ∧ ηcdba + ηcdaS cd

b ) ∧ Abe ∧ θe

=
1

2κ
(AcdaA

b
e ∧ θe ∧ ηcdb − Acd ∧ Abe ∧ θe ∧ ηcdba)

−ηcda ∧ θe ∧ θfSbcdAbef (F.40)

である。ここで、

ηcda ∧ θe ∧ θfSbcdAbef = 2Sbcd(ηcAb[da] − ηdAb[ca] + ηaAb[cd]) (F.41)

である。よって、
∂H

∂θa
=

1

2κ
(Acd ∧ Abc ∧ ηdba + Aba ∧ Acd ∧ ηcdb) + ea⌋H(2)

G

−2Sbcd(ηcAb[da] − ηdAb[ca] + ηaAb[cd])

− ∂l

∂θa
− ea⌋L′ (F.42)

となる (第 1項を得るのは (3.69)を得るのと同様である)。ここで、

Lmat = l(θ) + Sc,abAab ∧ ηc =: l(θ) + L′ (F.43)

と置いた。l(θ)は πa, dθ
aに依存しないとする。また、

ea⌋H(2)
G = 2Ab[cd]Sbcdηa (F.44)

なので、
∂H

∂θa
=

1

2κ
(Acd ∧ Abc ∧ ηdba + Aba ∧ Acd ∧ ηcdb)

− ∂l

∂θa
− ea⌋L′ − 2Sbcd(ηcAb[da] − ηdAb[ca]) (F.45)

となる。
以下では、(F.45)の第 2行目が、

− ∂l

∂θa
− ea⌋L′ − 2Sbcd(ηcAb[da] − ηdAb[ca]) = −∂Lmat(θ, dθ)

∂θa
(F.46)

であることを示す。(B.1)より、
∂L′

∂θa
= ea⌋L′ − (ea⌋dθb) ∧

∂L′

∂dθb
(F.47)

なので、

(ea⌋dθb) ∧
∂L′

∂dθb
= −2Sbcd(ηcAb[da] − ηdAb[ca]) = −4SbcdηcAb[da] (F.48)

を示せばよい。まず、

ea⌋dθb = ∆b
acθ

c = 2Ab[ac]θ
c (F.49)

50



であり、
∂L′

∂dθb
= ηdeS de

b (F.50)

なので、

(ea⌋dθb) ∧
∂L′

∂dθb
= 2Ab[ac]θ

c ∧ ηdeS de
b

= 2Ab[ac](−δcdηe + δceηd)Sbde

= 4Ab[ae]ηdSbde = −4SbcdηcAb[da] (F.51)

である。よって (F.46)が示された。したがって、
∂H

∂θa
=

1

2κ
(Acd ∧ Abc ∧ ηdba + Aba ∧ Acd ∧ ηcdb)−

∂Lmat(θ, dθ)

∂θa
(F.52)

である。

F.5 正準方程式
よって、正準方程式は、

dθa = −Aca ∧ θa, (F.53)

dπa =
1

2κ
(Acd ∧ Abc ∧ ηdba + Aba ∧ Acd ∧ ηcdb)−

∂Lmat(θ, dθ)

∂θa
(F.54)

となる。第 2式は、

dπ̃a =
1

2κ
(Acd ∧ Abc ∧ ηdba + Aba ∧ Acd ∧ ηcdb)− Ta, (F.55)

Ta
def
=

∂Lmat(θ, dθ)

∂θa
+ d

∂Lmat(θ, dθ)

∂dθa
(F.56)

とも書け、これは、

−1

2
F ab ∧ ηabc = κTc (F.57)

と等価である。

F.6 ∂Lmat/∂dθ
aの計算

最後に、
∂Lmat(θ, dθ)

∂dθc
= ηab

(
− 1

2
Sc,ab + S[a,b]c

)
(F.58)

を示す。まず、(F.14)より、ξを d形式として、

δ∆abcξ = (−δWa,bc +∆abcδη) ∗ ξ (F.59)
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である ((3.53)を得るのと同様である)。また、

Aabc =
1

2
(∆cba +∆abc +∆bca) (F.60)

なので、

δAabcξ = −1

2
(δWcba + δWabc + δWbca)(∗ξ) + Aabcδη(∗ξ) (F.61)

となる。ξ = ηとして、

δAabcη =
1

2
(δWcba + δWabc + δWbca)− Aabcδθ

d ∧ ηd (F.62)

を得る。この式から (F.58)を得る。
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G ディラック場
この節では d = 4とする。ディラック場のラグランジアン形式は、

LβD = −1 + β

2
ψ̄γc(dψ +

1

4
γabω

abψ) ∧ ηc + 1− β

2
(dψ̄ − 1

4
ψ̄γabω

ab)γcψ ∧ ηc −mψ̄ψη

−β
2
Caψ̄γ

aψη (G.1)

である。ただし、ψ̄ def
= iψ†γ0 = (ψ̄1, ψ̄2, ψ̄3, ψ̄4)および γab

def
= γ[aγb]であり、γaはガンマ行列で、

γaγb + γbγa = 2gab
◦ を満たす。βは任意の実数で、mは質量である。LβDは、

LβD = Lβ=0
D − β

2
d(ηaψ̄γaψ) (G.2)

と書ける。これを導くのに、

dηa = (ωa + Ca)η , γc
1

4
γabω

ab ∧ ηc = 1

4
γabω

abγc ∧ ηc + γaωaη (G.3)

を使う (ωa
def
= ωbab)。ディラック場はローレンツ群の表現であり、スピノール場は接ミンコフ

スキー空間で定義されるので、フレーム形式の使用は、たとえ平坦時空でも必要である。接
続 ωabはローレンツ群のゲージ場である。Caは ψおよび ψ̄とは独立とみなす。ここでは簡単
のため、ディラック場はグラスマン数ではなく、通常の数として扱う。Euler-Lagrange方程式
∂LβD/∂ψ

A − d(∂LβD/∂dψ
A) = 0および ∂LβD/∂ψ̄A − d(∂LβD/∂dψ̄A) = 0 (A = 1, 2, 3, 4)は以下と

なる：

(dψ̄ − 1

4
ψ̄γabω

ab)γc ∧ ηc −mψ̄η +
1

2
Caψ̄γ

aη = 0, (G.4)

γc(dψ +
1

4
γabω

abψ) ∧ ηc +mψη +
1

2
Caγ

aψη = 0. (G.5)

ただし、(G.3)を用いた。(G.4)は (G.5)のエルミート共役である。
ψAと ψ̄Aの共役形式は、

Πβ
A =

∂LβD
∂dψA

= −1 + β

2
(ψ̄γc)Aη

c, Π̄βA =
∂LβD
∂dψ̄A

=
1− β

2
(γcψ)

Aηc (G.6)

である。対応するDe Donder-Weyl理論の πµ(β)Aと π̄Aµ(β)は、

πµ(β)A = −1 + β

2
(ψ̄γc)Aθ

cµ, π̄Aµ(β) =
1− β

2
θcµ(γcψ)

A (G.7)

である。π0
(β), · · · , π3

(β)(π̄
0
(β), · · · , π̄3

(β))は互いに独立ではなく、ψ̄(ψ)とも独立ではない。よって、
ラグランジュの未定乗数法を用いる必要がある。Hamilton formは、

Hβ
D,tot = Hβ

D + λA ∧
[
Πβ
A +

1 + β

2
(ψ̄γc)Aη

c
]
+ λ̄A ∧

[
Π̄βA − 1− β

2
(γcψ)

Aηc
]
, (G.8)

Hβ
D = dψA ∧ Πβ

A + dψ̄A ∧ Π̄βA − LβD

=
1 + β

2
ψ̄γc

1

4
γabω

abψ ∧ ηc + 1− β

2

1

4
ψ̄γabω

abγcψ ∧ ηc +mψ̄ψη +
β

2
Ccψ̄γ

cψη. (G.9)
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で与えられる。λAと λ̄AはLagrange multiplier 1形式である。通常の解析力学のハミルトニアン
密度は ∂iψ, ∂iψ̄ (i = 1, 2, 3)を含むが、Hamilton formはディラック場の微分を含まない。β = 1

で、π̄µ(β)は 0となる。通常の解析力学では、β = 1で、ψと π0
(1) = −ψ̄γcθc0のみがハミルトニ

アン密度の引数として上手く行く。しかし、共変解析力学やDe Donder-Weyl理論では、β = 1

でも未定乗数法を使う必要がある。(G.9)の変分は以下のようになる：

∂Hβ
D,tot

∂Πβ
= −λ,

∂Hβ
D,tot

∂Π̄β
= −λ̄, (G.10)

∂Hβ
D,tot

∂ψ
=

1 + β

2
ψ̄γc

1

4
γabω

ab ∧ ηc + 1− β

2

1

4
ψ̄γabω

ab ∧ γcηc +mψ̄η

+
β

2
Ccψ̄γ

cη − 1− β

2
λ̄ ∧ ηcγc, (G.11)

∂Hβ
D,tot

∂ψ̄
=

1 + β

2
γc
1

4
γabω

abψ ∧ ηc + 1− β

2

1

4
γabω

abγcψ ∧ ηc +mψη

+
β

2
Ccγ

cψη +
1 + β

2
γcλ ∧ ηc. (G.12)

よって、正準方程式 dψ = −∂Hβ
D,tot/∂Π

βと dψ̄ = −∂Hβ
D,tot/∂Π̄

βは、

dψ = λ, dψ̄ = λ̄ (G.13)

となる。正準方程式 dΠβ = −∂Hβ
D,tot/∂ψと dΠ̄β = −∂Hβ

D,tot/∂ψ̄は、

dΠβ = −1

4
ψ̄γabω

ab ∧ ηcγc −
1 + β

2
ψ̄γcωcη −mψ̄η − β

2
Ccψ̄γ

cη +
1− β

2
dψ̄ ∧ ηcγc, (G.14)

dΠ̄β = −γc
1

4
γabω

abψ ∧ ηc + 1− β

2
γcωcψη −mψη − β

2
Ccγ

cψη − 1 + β

2
γcdψ ∧ ηc (G.15)

となる。ただし、(G.11), (G.12), (G.3)の第 2式と (G.13)を用いた。(G.6)と (G.3)の第 1式よ
り、上 2式の左辺は、

dΠβ = −1 + β

2
dψ̄ ∧ ηcγc −

1 + β

2
ψ̄γc(ωc + Cc)η, (G.16)

dΠ̄β =
1− β

2
(ωc + Cc)γ

cψη +
1− β

2
γcdψ ∧ ηc (G.17)

となる。これを (G.14)および (G.15)に代入して、(G.4)および (G.5)を得る。
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H Pre-symplectic potential

ラグランジアン d形式の変分は、

δL = δψA ∧ ∂L

∂ψA
+ δdψA ∧ ∂L

∂dψA

= δψA ∧
[ ∂L
∂ψA

− (−1)pAd
∂L

∂dψA

]
+ d

(
δψA ∧ ∂L

∂dψA

)
≡ δψA ∧ δL

δψA
+ dΘ(δψ), (H.1)

Θ(δψ)
def
= δψA ∧ ∂L

∂dψA
≡ δψA ∧ πA (H.2)

である。ここで、

ψA = ψAµ1···µpdx
µ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (H.3)

π
µ,µ1···µp
A

def
=

∂(
√
−gL)

∂(∂µψAµ1···µp)
= π

[µ,µ1···µp]
A (H.4)

と置くと、

πA =
1

(p+ 1)!
π
µ,µ1···µp
A ∗ (dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp) (H.5)

である。ただし、

∗(dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµr) def
=

1

(d− r)!
εµ1···µr ν1···νd−r

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνd−r (H.6)

で、εµ1···µd−1
は完全反対称で、ε01···d−1 = 1である21)。このとき、

Θ(δψ) = δψAµ1···µpπ
µ,µ1···µp
A (dx)µ, (H.7)

dxµ ∧ (dx)ν = η0δ
µ
ν ((dx)ν = ∗dxν), (H.8)

η0
def
= dx0 ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxd−1(= ∗1) (H.9)

である。ここで、δψAµ1···µpをグラスマン数 δ̃ψAµ1···µpに置き換え [26]、

δ̃ψA
def
= δ̃ψAµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp (H.10)

とすると、

Θ(δ̃ψ)
def
= δ̃ψA ∧ πA = δ̃ψAµ1···µpπ

µ,µ1···µp
A (dx)µ (H.11)

は δ̃に関して 1形式である (これをプレ 1形式と呼ぶ)。これは pre-symplectic potentialと呼ば
れる。更に、pre-symplectic form(プレ 2形式)を

ω(δ̃ψ, δ̃ψ)
def
= δ̃Θ(δ̃ψ)

= −δ̃ψA ∧ δ̃πA = −δ̃ψAµ1···µp ∧ δ̃π
µ,µ1···µp
A (dx)µ (H.12)

21)このホッジ作用素は、前章までのものと異なる。

55



と定義する。ただし、

δ̃ = δ̃ψAµ1···µp
∂

∂ψAµ1···µp
+ ∂µδ̃ψ

A
µ1···µp

∂

∂∂µψAµ1···µp
(H.13)

である。
pre-symplectic form(プレ 2形式)は、I. V. Kanatchikov[2]の polysymplectic form((d+ 1)形
式)に対応し、神長 [21]の symplectic form(メタ 2形式)に対応する。
プレベクトル場を、

X = XA ∧ ∂

∂δ̃ψA
(H.14)

で定義する。XAは pA形式 (プレ 0形式)である。特に、

Xδ
def
= δψA ∧ ∂

∂δ̃ψA
(H.15)

とすると、

Θ(δ̃ψ)(Xδ) = XδΘ(δ̃ψ)

= Θ(δψ) (H.16)

となる。また、

ω(δ̃ψ, δ̃ψ)(Xδ1 , Xδ2) = −δ1ψA ∧ δ2πA + δ2ψ
A ∧ δ1πA

≡ ω(δ1ψ, δ2ψ) (H.17)

である。特に、δ1, δ2がライプニッツ則を満たすなら、

ω(δ1ψ, δ2ψ) = −δ2Θ(δ1ψ) + δ1Θ(δ2ψ) (H.18)

である。 特に、δ1 = δ, δ2 = Lξの場合 (ライプニッツ則を満たす)が使われる [26].
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I De Donder-Weyl理論のポアソン括弧
I.1 ハミルトニアン・ベクトル場
この章は [2]を参考にした。
微分形式の成分 ψAµ1···µpと (H.4)のπ

µ,µ1···µp
A を独立変数とみなす。プレ・ベクトル場

X = XA
µ1···µp

∂

∂ψAµ1···µp
+ Y

µ,µ1···µp
A

∂

∂π
µ,µ1···µp
A

(I.1)

を考える。XA
µ1···µpと Y

µ,µ1···µp
A はプレ 0形式で、テンソルであり、微分形式 f に作用する。その

作用をXA
µ1···µp(f), Y

µ,µ1···µp
A (f)と書く。以下、微分形式 f はψAµ1···µpとπ

µ,µ1···µp
A で表され、それ

らで微分可能とする。δ̃ψAµ1···µpと δ̃π
µ,µ1···µp
A をそれぞれ ∂/∂ψAµ1···µp , ∂/∂π

µ,µ1···µp
A の双対基底とす

る。(H.12)に習い、

ω̃
def
= −δ̃ψAµ1···µp ∧ δ̃π

µ,µ1···µp
A (dx)µ (I.2)

と置く。また、

δ̃f = δ̃ψAµ1···µp
∂f

∂ψAµ1···µp
+ δ̃π

µ,µ1···µp
A

∂f

∂π
µ,µ1···µp
A

(I.3)

とする。
今、

δ̃f = IXf
ω̃ (I.4)

でプレ・ハミルトニアン・ベクトル場Xf を定める。IX は内部積で、IX ω̃は、

IX ω̃ = −δ̃πµ,µ1···µp
A XA

µ1···µp((dx)µ) + δ̃ψAµ1···µpY
µ,µ1···µp
A ((dx)µ) (I.5)

である。一方、

δ̃f = δ̃ψAµ1···µp
∂f

∂ψAµ1···µp
+ δ̃π

µ,µ1···µp
A

∂f

∂π
µ,µ1···µp
A

(I.6)

である。よって、Xf を、

Xf = fXA
µ1···µp

∂

∂ψAµ1···µp
+ fY

µ,µ1···µp
A

∂

∂π
µ,µ1···µp
A

(I.7)

と書くと、
fXA

µ1···µp((dx)µ) = − ∂f

∂π
µ,µ1···µp
A

, (I.8)

fY
µ,µ1···µp
A ((dx)µ) =

∂f

∂ψAµ1···µp
(I.9)

が成立する。fをF形式とする。fXA
µ1···µp ,

fY
µ,µ1···µp
A は、F ≤ d−1のとき、それぞれ (d−1−F )-

ベクトルであり、f = dの時、1形式である。
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ポアソン括弧を

{f, g} def
= IXf

IXg ω̃ (I.10)

で定める。これは、

{f, g} = δ̃g(Xf )

= fXA
µ1···µp

( ∂g

∂ψAµ1···µp

)
+ fY

µ,µ1···µp
A

( ∂g

∂π
µ,µ1···µp
A

)
(I.11)

となる。これは、(f + g + 1− d)形式である。

I.2 正準方程式
DW方程式は、

∂[µψ
A
µ1···µp] =

∂H
∂π

µ,µ1···µp
A

, (I.12)

∂µπ
µ,µ1···µp
A = − ∂H

∂ψAµ1···µp
(I.13)

であった。以下では、(I.12)を第 1DW方程式, (I.13)を第 2DW方程式と呼ぶ。

I.2.1 第 1DW方程式
f がハミルトン d-form H = Hη0の場合を考えると、

HXA
µ1···µp((dx)µ) = − ∂H

∂π
µ,µ1···µp
A

η0, (I.14)

HY
µ,µ1···µp
A ((dx)µ) =

∂H
∂ψAµ1···µp

η0 (I.15)

である。dは時空の次元である。よって、
HXA

µ1···µp = − ∂H
∂π

µ,µ1···µp
A

dxµ (I.16)

である22)。ここで、dxβ ∧ (dx)α = δβαη0を用いた。
これより、

{H,ψA} = − ∂H
∂π

µ,µ1···µp
A

dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (I.17)

となる。第 1DW方程式は、

dψA = −{H,ψA} (I.18)

と書ける。
22)HXA

µ1···µp
(•) = −∂H/∂π

µ,µ1···µp

A dxµ ∧ •を仮定した。
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I.2.2 第 2DW方程式
今、

δµ1···µnν1···νn = δ[µ1ν1
· · · δµn]νn (I.19)

と置くと、
δαµ2···µnαν2···νn = cd,nδ

µ2···µn
ν2···νn , cd,n =

d− n+ 1

n
, (I.20)

δα1···αn
α1···αn

= dd,n =
d!

(d− n)!n!
(I.21)

である。
(I.15)の解は、

HY
µ,µ1···µp
A =

1

cd,p+1

∂H
∂ψAα1···αp

dxβδ
µµ1···µp
βα1···αp

(I.22)

となる。ここで、dxβ ∧ (dx)α = δβαη0を用いた。
また、

∂πA
∂π

µ,µ1···µp
B

=
δBA

(p+ 1)!
η(0)µµ1···µp , (I.23)

η(0)µµ1···µp
def
= ∗0(dxµ ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp) (I.24)

である。公式
dxν ∧ η(0)µµ1···µp = (−1)p(p+ 1)δν[µη

(0)
µ1···µp] (I.25)

より、
HY

µ,µ1···µp
B

( ∂πA
∂π

µ,µ1···µp
B

)
=

1

cd,p+1

∂H
∂ψAα1···αp

δ
µµ1···µp
βα1···αp

1

(p+ 1)!
dxβ ∧ η(0)µµ1···µp

=
1

cd,p+1

∂H
∂ψAα1···αp

δ
µµ1···µp
βα1···αp

(−1)p

p!
δβ[µη

(0)
µ1···µp]

=
∂H

∂ψAα1···αp

δµ1···µpα1···αp

(−1)p

p!
η(0)µ1···µp

=
(−1)p

p!

∂H
∂ψAµ1···µp

η(0)µ1···µp (I.26)

を得る。これより、
{H, πA} =

(−1)p

p!

∂H
∂ψAµ1···µp

η(0)µ1···µp (I.27)

である。
一方、

dπA =
(−1)p

p!
∂µπ

µ,µ1···µp
A η(0)µ1···µp (I.28)

である。よって、第 2DW方程式 (I.13)は、
dπA = −{H, πA} (I.29)

となる。
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I.3 {πB, f}

{πB, f}を考える。πBXA
µ1···µpは、

πBXA
µ1···µp((dx)µ) = −δAB

1

(p+ 1)!
η(0)µµ1···µp (I.30)

を満たし、この解は、
πBXA

µ1···µp(•) = −δAB
1

(p+ 1)!
∂µp⌋ · · · ∂µ1⌋• (I.31)

である。よって、

{πB, f} = πBXA
µ1···µp

( ∂f

∂ψAµ1···µp

)
= −δAB

1

(p+ 1)!
∂µp⌋ · · · ∂µ1⌋

∂f

∂ψAµ1···µp
(I.32)

である。
特に、

{πB, ψA} = πBXA
µ1···µp

( ∂f

∂ψAµ1···µp

)
= −δAB

1

(p+ 1)!
∂µp⌋ · · · ∂µ1⌋

1

p!
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp (I.33)

である。公式

∂αr⌋ · · · ∂α1⌋dxλ1 ∧ · · · ∧ dxλr = r!δλ1···λrα1···αr
(I.34)

より、

{πB, ψA} = −δAB
1

(p+ 1)!
δµ1···µpµ1···µp = −δAB

d!

(p+ 1)!p!(d− p)!
(I.35)

である。p = 0で−δABで、p = 1で−δABd/2となる。

I.4 {ψA, f}

{ψA, f}を考える。
ψA
Y
µ,µ1···µp
B は、

ψA

Y
µ,µ1···µp
B ((dx)µ) = δAB

1

p!
dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp , (I.36)

{ψA, f} = ψA

Y
µ,µ1···µp
B

( ∂f

∂π
µ,µ1···µp
B

)
(I.37)

を満たす。今、
ψA

Y
µ,µ1···µp
B (•) = δABγe

µν1···νqµ1···µp∂νq⌋ · · · ∂ν1⌋• (I.38)
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を仮定する。eµ1···µdは完全反対称で、e01···d−1 = −1である。q = d− p− 1である。このとき、
ψA

Y
µ,µ1···µp
B ((dx)µ) = δABγe

µν1···νqµ1···µp∂νq⌋ · · · ∂ν1⌋∂µ⌋η0
= δABγe

µν1···νqµ1···µpη(0)µν1···νq

= δABγe
µν1···νqµ1···µp 1

(p+ 1)!
εµν1···νqα1···αpdx

α1 ∧ · · · dxαp

= −q!δABγdxµ1 ∧ · · · dxµp (I.39)

となる。よって、γ = −1/(p!q!)を得る：

ψA

Y
µ,µ1···µp
B (•) = − 1

p!q!
δABe

µν1···νqµ1···µp∂νq⌋ · · · ∂ν1⌋ • . (I.40)

従って、

{ψA, πB} = ψA

Y
µ,µ1···µp
C

( ∂πB
∂π

µ,µ1···µp
C

)
= − 1

(p+ 1)!p!q!
δABe

µν1···νqµ1···µp∂νq⌋ · · · ∂ν1⌋η(0)µµ1···µp

= − 1

(p+ 1)!p!q!
δABe

µν1···νqµ1···µpεµµ1···µpν1···νq

=
(−1)pq

(p+ 1)!
δABdd,p = δAB

(−1)pqd!

(p+ 1)!p!(d− p)!
(I.41)

となる。これより、

{ψA, πB} = −(−1)pq{πB, ψA} (I.42)

となる。

I.5 まとめ
以上より、このポアソン括弧と共変解析力学のそれとは、正準方程式と p = 0の基本ポアソ
ン括弧では等価に見えるが、p ≥ 1の基本ポアソン括弧では異なる。よって、テンソルの成分
を基本変数としたこの章のポアソン括弧は、微分形式を基本変数とした共変解析力学のポアソ
ン括弧と等価ではない。
また、後者に比べ、前者は見通しが悪い。位置の場 ψと共役量 πとが非対称である。
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