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Abstract

1980年代の共変解析力学 [1, 2, 3, 4]の研究をレビューする。
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1 記号
D次元時空を考える。

TA := (Pa,Mab) (1.1)

をポアンカレ群の生成子とし、

[TA, TB] = CD
ABTD (1.2)

とする。a = 0, 1, · · · , dである。ただし、

d := D − 1 (1.3)
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である。また、XA = (Xa, Xab), YA = (Ya, Yab)に対して、

XAYA = XaYa +
1

2
XabYab (1.4)

とする。

qA := (θa, ωab) (1.5)

とする。ここで、

θa = θaµdx
µ , ωab = ωab

µdx
µ (1.6)

であり、θaµは多脚場, ωab
µはスピン接続である。µ = 0, 1, · · · , dである。qAµ = (θaµ, ω

ab
µ)であ

る。また、計量は、

gµν = g
◦

abθ
a
µθ

b
ν , (1.7)

g
◦

ab := diag(−1, 1, · · · , 1) (1.8)

と表される。ラテン小文字の上げ下げは g
◦
abとその逆行列 gab

◦
で行う。

RA := (Θa,Ωab) (1.9)

とする。T aは捩率 2形式, Ωabは曲率 2形式である：

Θa := dθa + ωa
b ∧ θb, (1.10)

Ωab := dωab + ωac ∧ ω b
c (1.11)

である。これらはまとめて、

RA = dqA − 1

2
CA

BCq
B ∧ qC (1.12)

と書ける。また、

RA =
1

2
RA

BCq
B ∧ qC (1.13)

と置く。ただし、

RA
B,cd = 0 (1.14)

である。つまり、

RA =
1

2
RA

bcθ
b ∧ θc (1.15)

と書ける。
上 2式より、

dqA =
1

2
ΛA

BCq
B ∧ qC , (1.16)

ΛA
BC := CA

BC +RA
BC (1.17)

となる。
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2 ポアソン括弧
ラグランジアン形式は、

L(ψ, dψ) = Lη (2.1)

である。ここで、Lはラグランジアン密度であり、

η := ∗1 (2.2)

は体積形式である。∗はホッジ双対である。
オイラー・ラグランジュ方程式は、

∂L

∂ψ
− (−1)pd

∂L

∂dψ
= 0 (2.3)

である。ただし、ψは p形式である。微分形式の微分形式による微分は以下で定義する。r形式
β (r = 0, 1, · · · , D)が微分形式の組 {αi}i=1,··· ,kで表されているとする。αiが ri形式で、

αi = αi
µ1···µri

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµri (2.4)

と書けるとき、その変分を、

δαi = δαi
µ1···µri

dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµri (2.5)

で定義する。δαi
µ1···µri

は微小量で、テンソル添え字について完全反対称である。βの変分 δβを、
δβ := β(α + δα)− β(α)で定義する。もし変分 δαiの下で βの変分が、

δβ =
∑
i

δαi ∧ ωi (2.6)

のように書けるとき、ωiを βの αiによる微分と言い、

∂β

∂αi
:= ωi (2.7)

と書く。すなわち、

δβ =:
∑
i

δαi ∧ ∂β

∂αi
(2.8)

である。0でない ∂β/∂αiは (r − ri)形式 (ただし、ri ≤ r)である。
ψの共役形式は、

π :=
∂L

∂dψ
(2.9)

である。Hamilton formを

H(ψ, π) := dψ ∧ π − L (2.10)

3



で定義する。正準方程式は、

dψ = (−1)(p+1)q ∂H

∂π
(q := D − p− 1), (2.11)

dπ = −(−1)p
∂H

∂ψ
(2.12)

である。
神長のポアソン括弧 [5]は、

{F,G}K = (−1)p(f+D+1)∂F

∂ψ
∧ ∂G

∂π
− (−1)(D+p−1)(f+1)∂F

∂π
∧ ∂G

∂ψ
(2.13)

である。F , Gはそれぞれ f , g形式で、ψ, πで微分可能とする。[8]のポアソン括弧は、

{F,G}F = −{F,G}K (2.14)

である。つまり、

{F,G}F = −(−1)p(g+D+1)∂G

∂ψ
∧ ∂F

∂π
+ (−1)(D+p−1)(g+1)∂G

∂π
∧ ∂F

∂ψ
(2.15)

である。このポアソン括弧は次の性質を持つ：

{ψ, π}F = 1, (2.16)

{π, ψ}F = −(−1)pD, (2.17)

{B,A}F = −(−1)(a+D+1)(b+D+1){A,B}F , (2.18)

{A,B ∧ C}F = B ∧ {A,C}F + (−1)c(a+D+1){A,B}F ∧ C, (2.19)

{A ∧B,C}F = {A,C}F ∧B + (−1)a(c+D+1)A ∧ {B,C}F . (2.20)

正準方程式は、

dψ = {ψ,H}F , (2.21)

dπ = {π,H}F (2.22)

となる。一般に、ψ, πで微分可能な微分形式 F に対して、

dF = {F,H}F (2.23)

である。
今、微分形式の必要な公式は [9]を参照のこと。
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3 重力場の共変解析力学

3.1 拘束条件

重力場のラグランジアン形式は、

L = LG(q
A, dqA) + Lmat(q

A) (3.1)

である。ただし、LGは重力場のラグランジアン形式で、

LG(q
A, dqA) =

1

2κ
Ωab ∧ ηab (3.2)

である。ここで、

ηa1···ap := ∗(θa1 ∧ · · · ∧ θap) (3.3)

である。
qAの共役形式は、

πa :=
∂L

∂dθa
, (3.4)

pab :=
∂L

∂dωab
(3.5)

である。具体的には、

πa = 0 ≡ ϕa(q
A), (3.6)

pab =
1

2κ
ηab ≡ ϕab(q

A) (3.7)

である。ここで、

ΦA := (Φa, 2Φab), (3.8)

Φa := πa(= 0), (3.9)

Φab := pab −
1

2κ
ηab(= 0) (3.10)

と置く。また、

Htot := H + ΦA ∧ ΛA, (3.11)

H := dθa ∧ ϕa + dωab ∧ ϕab − L (3.12)

とする。ΛAは未定乗数 2形式である。
運動方程式は、

dqA = {qA, Htot}F =
∂Htot

∂πA
, (3.13)

dΦA = {ΦA, Htot}F (3.14)

である。
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3.2 未定乗数の決定

∂ΦA

∂πB
= δBA (3.15)

である。ただし、

δabcd = 2δ[ac δ
b]
d = δac δ

b
d − δadδ

b
c (3.16)

である。よって、

dθA = ΛA (3.17)

を得る。これと (1.16)より、

ΛA =
1

2
ΛA

BCq
B ∧ qC ≡ Λ̃A (3.18)

である。

3.3 拘束条件の全微分

今、

H̃ := Htot

∣∣
ΛA=Λ̃A (3.19)

とおくと、

{ΦA, H̃}F =
∂H

∂qB
∧ ∂ΦA

∂πB
+
∂H

∂πB
∧ ∂ΦA

∂qB
+ Λ̃B ∧ {ΦA,ΦB}F + ΦB ∧ {ΦA, Λ̃

B}

≡ WA + ΦB ∧ {ΦA, Λ̃
B}F (3.20)

である。ただし、

∂F

∂qA
∧ ∂G

∂πA
=
∂F

∂θa
∧ ∂G

∂πa
+

∂F

∂ωab
∧ ∂G

∂pab
(3.21)

である。以下、

∂A• := (
∂•
∂θa

, 2
∂•
∂ωab

) (3.22)

と置く。
まず、

Wa = − 1

2κ
Ωbc ∧ ηabc −

∂Lmat

∂θa
, (3.23)

Wab = −1

κ
Θc ∧ ηabc − 2

∂Lmat

∂ωab
(3.24)
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を示す。運動方程式は、WA = 0である。
さて、

H = − 1

2κ
ωac ∧ ω b

c ∧ ηab − Lmat

= −ωac ∧ ω b
c ∧ ϕab − Lmat ≡ HG − Lmat (3.25)

である。ここで、

HG = −ωac ∧ ω b
c ∧ ϕab

=
1

2
Cab

BCq
B ∧ qC ∧ ϕab

= CA
BCq

B ∧ qC ∧ ϕA, (3.26)

ϕA := (
1

2
ϕa, ϕab) (3.27)

である。

∂HG

∂πB
= 0, (3.28)

∂BHG = 2CA
BCq

C ∧ ϕA + CA
DCq

D ∧ qC ∧ ΞAB, (3.29)

ΞAB := ∂BϕA (3.30)

であり、

∂H

∂πB
= 0, (3.31)

∂BH = 2CA
BCq

C ∧ ϕA + CA
DCq

D ∧ qC ∧ ΞAB − ∂BLmat, (3.32)

(3.33)

である。一方、

∂ΦA

∂πB
= δBA (3.34)

なので、

WA = 2CD
ACq

C ∧ ϕD + CD
BCq

B ∧ qC ∧ ΞDA − ∂ALmat + ΛB ∧ {ΦA,ΦB}F (3.35)

である。また、

ΦA = (πa − ϕa, 2(pab − ϕab)) ≡ π˜A − 2ϕA (3.36)

なので、

{ΦA,ΦB}F = {π˜A, π˜B}F − {π˜A, 2ϕB}F − {2ϕA, π˜B}F + {2ϕA, 2ϕB}F
= −{π˜A, 2ϕB}F − {2ϕA, π˜B}F
= −2(ΞAB + ΞBA) (3.37)
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である。よって、

WA = 2CD
ACq

C ∧ ϕD + CD
BCq

B ∧ qC ∧ ΞDA − ∂ALmat − 2ΛB ∧ (ΞAB + ΞBA) (3.38)

となる。さて、ΞABの 0でない成分は、

Ξab,c =
1

2κ

∂ηab
∂θc

=
1

2κ
ηabc (3.39)

である [9]。また、

XA := −2ΛB ∧ (ΞAB + ΞBA)

= −2Λb ∧ ΞAb − Λbc ∧ Ξbc,A (3.40)

であり、

Xa = − 1

2κ
Λbc ∧ ηabc, (3.41)

Xab = −1

κ
Λc ∧ ηabc (3.42)

となる。また、

YA := CD
BCq

B ∧ qC ∧ ΞDA (3.43)

とすると、

Ya =
1

2
Cbc

BCq
B ∧ qC ∧ Ξbc,a

= − 1

2κ
ωbd ∧ ω c

d ∧ ηabc, (3.44)

Yab = 0 (3.45)

である。なお、

ZA := 2CD
ACq

C ∧ ϕD = Cbc
ACq

C ∧ ϕbc (3.46)

は、

Za = 0, (3.47)

Zab = Ccd
ab,Cq

C ∧ ϕcd

= 4ω c
[a ∧ ϕb]c (3.48)

となる。ところで、

Z̃ab := −2ωc
d ∧ θd ∧ Ξbc,a

= −1

κ
ωc

d ∧ θd ∧ ηabc (3.49)

8



を考えると、

Z̃ab = −1

κ
ωc

d ∧ (δdaηbc − δdbηac + δdcηab)

= −2

κ
ωc

[a ∧ ηb]c
= Zab (3.50)

となる [9]。よって、

Wa = − 1

2κ
Ωbc ∧ ηabc −

∂Lmat

∂θa
, (3.51)

Wab = −1

κ
Θc ∧ ηabc − 2

∂Lmat

∂ωab
(3.52)

となる。ただし、(3.17)を用いた。
ΛA

BC の qA, πAでの微分が 0とする1)と、

{ΦA, Λ̃
B}F = (−1)D∂AΛ̃

B

=
(−1)D

2
ΛB

CE∂A(q
C ∧ qE)

= (−1)D(−1)DΛB
ACq

C (3.53)

である。さて、

ΦB ∧ {ΦA, Λ̃
B}F = λBACq

C ∧ ΦB (3.54)

である。よって、

dΦA = WA + λBACq
C ∧ ΦB (3.55)

を得る。運動方程式WA = 0を使うと、

dΦA = λBACq
C ∧ ΦB (3.56)

となり、これは 2次拘束条件はない事を意味する。

3.4 別のLagrangian form

L′ = L′
G + Lmat, (3.57)

L′
G =

1

2κ
N ′, (3.58)

N ′ = Ωab ∧ ηab − d(ωab ∧ ηab)
= ωa

c ∧ ωcb ∧ ηab + ωab ∧ dηab
= ωa

c ∧ ωcb ∧ ηab + ωab ∧ dθc ∧ ηabc (3.59)

1)要確認。
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とする [9]。このとき、

π′
a :=

∂L′

∂dθa

=
1

2κ
ωbc ∧ ηabc ≡ ψa, (3.60)

p′ab :=
∂L′

∂dωab

= 0 ≡ ψab (3.61)

である。また、

ΨA := (π′
a − ψa, 2(p

′
ab − ψab)) (3.62)

とし、

H ′
tot := H ′ +ΨA ∧ ΛA, (3.63)

H ′ := dθa ∧ ψa + dωab ∧ ψab − L

= H ′
G − Lmat (3.64)

とする。ここで、

H ′
G = − 1

2κ
ωac ∧ ω b

c ∧ ηab = HG (3.65)

である。
ΛAは (3.17)となる。
また、

H̃ ′ := H ′
tot

∣∣
ΛA=Λ̃A (3.66)

とすると、

{ΨA, H̃
′}F =

∂H

∂qB
∧ ∂ΨA

∂πB
+
∂H

∂πB
∧ ∂ΨA

∂qB
+ Λ̃B ∧ {ΨA,ΨB}F +ΨB ∧ {ΨA, Λ̃

B}

≡ W ′
A +ΨB ∧ {ΨA, Λ̃

B}F (3.67)

となる。

Ξ′
AB := ∂BψA , ψA := (ψa, 2ψab) (3.68)

とすると、

W ′
A = 2CD

ACq
C ∧ ϕD + CD

BCq
B ∧ qC ∧ ΞDA − ∂ALmat − ΛB ∧ (Ξ′

AB + Ξ′
BA) (3.69)

となる2)。Ξ′
ABの 0でない成分は、

Ξ′
a,bc =

1

κ
ηabc, (3.70)

Ξ′
a,b = − 1

2κ
ωcd ∧ ηabcd (3.71)

2)W ′
A の最初の 3項は、WA の最初の 3項と一致する。
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である。今、

X ′
A := −ΛB ∧ (Ξ′

AB + Ξ′
BA)

= −Λb ∧ Ξ′
Ab −

1

2
Λbc ∧ Ξ′

A,bc − Λb ∧ Ξ′
bA (3.72)

とすると、

X ′
a = − 1

2κ
Λbc ∧ ηabc = Xa, (3.73)

X ′
ab = −1

κ
Λc ∧ ηabc = Xab

(3.74)

である。よって、

W ′
A = WA (3.75)

となる。
以上より、

dΨA = WA + ΛB
ACq

C ∧ΨB (3.76)

となる。
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4 重力場の従来の解析力学との関係 [2]

この章では、物質のない場合を考える。
時刻 x0 = t = const.で決まる超平面Σtを考える。微分形式Xと外微分演算子 dのΣtへの制
限を、それぞれ X̃, d̃と書く。また、d次元空間Σtの体積形式を ddxと書く。このとき、

HAd
dx := W̃A − D̃Ψ̃A, (4.1)

D̃Ψ̃A := d̃Ψ̃A − CD
AB q̃

B ∧ Ψ̃D (4.2)

で 0形式HAを定めると、その通常のポアソン括弧は、

{HA(x, t), HB(y, t)}P = −ΛC
AB(x, t)HC(x, t)δ

d(x,y) (4.3)

となる3)[2]。ここで、

ΛC
AB(x, t) = CC

AB +RC
AB(x, t) (4.4)

であった。また、

Hex(t) :=

∫
Σt

ddx qA0HA(x, t)

=

∫
Σt

ddx [θa0Ha +
1

2
ωab

0Hab] (4.5)

とすると、これは拡張ハミルトニアンとなる。場の量 F (x, t)に対しいて、

{Hex(t), F (x, t)}P ≈ dF (x, t)

dt
(4.6)

となる。≈は拘束条件の下での等号である。
通常のポアソン括弧は、

{θai(x, t),π k
a (y, t)}P = δab δ

k
i δ

d(x,y), (4.7)

{ωab
i(x, t),p

k
cd (y, t)}P =

1

2
(δac δ

b
d − δadδ

b
c)δ

k
i δ

d(x,y) (4.8)

で定義される。ここで、

π i
a :=

∂L′

∂(∂0θai)
, (4.9)

p i
cd :=

∂L′

∂(∂0ωab
i)
, (4.10)

L′ := det(θaµ)L′ , L′ = L′η (4.11)

である。
また、

{q̃A(x, t), π̃˜B(y, t)}P = δABδ
d(x,y)ddx (4.12)

となる (本当に？)。ここで、π˜A = (π′
a, 2p

′
ab)である。

3) ∫
Σt

ddx f(x, t)δd(x,y) = f(y, t)

である。δd(x,y)は tにも依存する。
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5 HAに対応するd形式
今、

hA := WA − dΨA + CD
ABq

B ∧ΨD (5.1)

とすると、(3.76)より、

hA = (CD
AB − ΛD

AB)q
B ∧ΨD

≡ ED
ABq

B ∧ΨD (5.2)

である4)。今、

fAB := {hA, hB}F (5.3)

とする。これは、

fAB = −fBA (5.4)

を満たす。ED
ABはポアソン括弧をすり抜けると仮定する

5)と、

fAB = ED
ACE

F
BE{qC ∧ΨD, q

E ∧ΨF}F
≡ ED

ACE
F
BEF

CD,EF (5.5)

となる。

FCD,EF = qE ∧ {qC ∧ΨD,ΨF}F + {qC ∧ΨD, q
E}F ∧ΨF

= qE ∧ {qC ,ΨF}F ∧ΨD − qE ∧ qC ∧ {ΨD,ΨF}F
+{qC , qE}F ∧ΨD ∧ΨF − qC ∧ {ΨD, q

E}F ∧ΨF

= qE ∧ {qC ,ΨF}F ∧ΨD − qE ∧ qC ∧ {ΨD,ΨF}F + qC ∧ {ΨD, q
E}F ∧ΨF (5.6)

である。ここで、

{qC ,ΨF}F = (−1)DδCF , (5.7)

{ΨD, q
E}F = −(−1)DδED, (5.8)

{ΨD,ΨF}F ≡ MDF (5.9)

なので、

FCD,EF = (−1)D[δCF q
E ∧ΨD − δEDq

C ∧ΨF ]− qE ∧ qC ∧MDF (5.10)

となる。よって、

fAB = (−1)D[EF
AEE

E
BC − EE

ACE
F
BE]q

C ∧ΨF − ED
ACE

F
BEq

E ∧ qC ∧MDF

≡ f
(1)
AB + f

(2)
AB (5.11)

4)EA
BC = −RA

BC である。
5)要確認
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である。f (2)
AB = 0かも知れない。また、f (1)

ABは、

f
(1)
AB = DC

ABhC

= DE
ABE

D
ECq

C ∧ΨD (5.12)

と書けるかも知れない。そのためには、

DE
ABE

D
EC = (−1)D[EE

BCE
F
AE − EE

ACE
F
BE] (5.13)

であれば良い。上式は、

EE
BCE

F
AE − EE

ACE
F
BE + (−1)DDE

ABE
D
CE = 0 (5.14)

である。ところで、

CE
BCC

F
AE − CE

ACC
F
BE + CE

ABC
D
CE = 0 (5.15)

である。もしも、

EE
BCE

F
AE − EE

ACE
F
BE + EE

ABE
D
CE = 0 (5.16)

ならば、

DE
AB = (−1)DEE

AB (5.17)

とすれば良い。
もしも、f (2)

AB = 0であり、(5.12)が成立するなら、

{hA, hB}F = DC
ABhC (5.18)

となる。
さて、MABの 0でない成分は、

Ma,bc = −1

κ
ηabc (5.19)

のみである。よって、

f
(2)
AB = −ED

ACE
F
BEq

E ∧ qC ∧MDF

=
1

2κ
Ea

ACE
bc
BEq

E ∧ qC ∧ ηabc (5.20)

となる。さて、f (2)
AB = −f (2)

BAなので、

F (2) := qA ∧ qB ∧ f (2)
AB (5.21)

が考えられる。これは、

F (2) =
1

2κ
Ea

ACE
bc
BEq

A ∧ qC ∧ qB ∧ qE ∧ ηabc (5.22)
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であり、

EA :=
1

2
EA

BCq
B ∧ qC (5.23)

とすると、

F (2) =
2

κ
Ea ∧ Ebc ∧ ηabc (5.24)

となる。
さて、EA

BC = −RA
BC のとき、

F (2) =
2

κ
Θa ∧ Ωbc ∧ ηabc (5.25)

であるが、アインシュタイン方程式より (今は物質がないので)、

Ωbc ∧ ηabc = 0 (5.26)

である。よって、

f
(2)
AB = 0 (5.27)

となる。
また、このとき、

DC
AB = −(−1)DRC

AB (5.28)

なので6)、

{hA, hB}F = −(−1)DRC
ABhC (5.29)

となる。

6)αを実パラメーターとし、

ΛC
AB(α) := CC

AB + αRC
AB

とすると、

ΛE
[AB(α)Λ

F
C]E(α) = 0

となる。これが任意の αで成り立つので、

RE
[ABR

F
C]E = 0

も成り立つ。
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