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概 要
正準エネルギー運動量テンソルと Belinfanteエネルギー運動量テンソルについて解説する。この

ノートでは特殊相対論の範囲で考える。

1 Belinfanteエネルギー運動量テンソル
1.1 一般論
大域的な微小ローレンツ変換

Λµ
ν = δµν + ωµ

ν , ωµν = −ωνµ (1.1)

のもとで、場 ψAが、

δψA =
1

2
ωµν(S

µν)ABψ
B, (Sµν)AB = −(Sνµ)AB (1.2)

と変化するとき、∂λψAは、

δ(∂λψ
A) =

1

2
ωµν(S

µν)AB∂λψ
B + ω ρ

λ ∂ρψ
A (1.3)

と変化し、ラグランジアン密度 Lは、

δL =
∂L

∂ψA

1

2
ωµν(S

µν)ABψ
B +

∂L

∂(∂λψA)

1

2
ωµν(S

µν)AB∂λψ
B

+
∂L

∂(∂λψA)
ω ρ
λ ∂ρψ

A

=
1

2
ωµν

[ ∂L
∂ψA

(Sµν)ABψ
B +

∂L

∂(∂λψA)
(Sµν)AB∂λψ

B

+
∂L

∂(∂λψA)
[δµλ∂

νψA − δνλ∂
µψA]

]
(1.4)

と変化する。いま、

[L]A :=
∂L

∂ψA
− ∂λ

∂L

∂(∂λψA)
, (1.5)

Θµ
ν :=

∂L

∂(∂µψA)
∂νψ

A − δµνL (1.6)
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と置く。Θµ
ν は正準エネルギー運動量テンソルである。この記号で、

δL =
1

2
ωµν

(
[L]A(S

µν)ABψ
B + ∂λ

∂L

∂(∂λψA)
(Sµν)ABψ

B +
∂L

∂(∂λψA)
(Sµν)AB∂λψ

B

+Θµν −Θνµ
)

=
1

2
ωµν

(
[L]A(S

µν)ABψ
B + ∂λ

{ ∂L

∂(∂λψA)
(Sµν)ABψ

B
}
+Θµν −Θνµ

)
(1.7)

となる。もし、微小ローレンツ変換でラグランジアン密度が不変 (δL ≡ 0)なら、

[L]A(S
µν)ABψ

B + ∂λ

{ ∂L

∂(∂λψA)
(Sµν)ABψ

B
}
+Θµν −Θνµ ≡ 0 (1.8)

となる。≡はオイラー・ラグランジュ方程式を使わずに成り立つことを強調したいときに用いる。いま、
Belinfanteエネルギー運動量テンソル [1, 2]

Tµν := Θµν − ∂σ

{1

2

( ∂L

∂(∂µψA)
(Sσν)AB +

∂L

∂(∂σψA)
(Sνµ)AB − ∂L

∂(∂νψA)
(Sµσ)AB

)
ψB

}
(1.9)

を定義する。これの反対称部分は、

Tµν − T νµ = Θµν −Θνµ

− ∂σ

{1

2

( ∂L

∂(∂µψA)
(Sσν)AB +

∂L

∂(∂σψA)
(Sνµ)AB − ∂L

∂(∂νψA)
(Sµσ)AB

)
ψB

}
+ ∂σ

{1

2

( ∂L

∂(∂νψA)
(Sσµ)AB +

∂L

∂(∂σψA)
(Sµν)AB − ∂L

∂(∂µψA)
(Sνσ)AB

)
ψB

}
= Θµν −Θνµ − ∂σ

{ ∂L

∂(∂σψA)
(Sνµ)ABψ

B
}

= −[L]A(S
µν)ABψ

B (1.10)

であり、ラグランジアン密度のオイラー・ラグランジュ微分 [L]Aに比例する。
いま、

fµσν :=
1

2

( ∂L

∂(∂µψA)
(Sσν)AB +

∂L

∂(∂σψA)
(Sνµ)AB − ∂L

∂(∂νψA)
(Sµσ)AB

)
ψB (1.11)

と置くと、

Tµν = Θµν − ∂σf
µσν , (1.12)

fµσν = −fσµν (1.13)

であるから、

∂µT
µν = ∂µΘ

µν (1.14)

を得る。

1.2 電磁場
電磁場

L = −1

4
FµνF

µν (Fµν := ∂µAν − ∂νAµ) (1.15)
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を考える。この場合、
∂L

∂(∂µAν)
= −Fµν , (1.16)

Θµ
ν = −Fµρ∂νAρ +

1

4
FαβF

αβδµν (1.17)

となる。また、

fµσν =
1

2

( ∂L

∂(∂µAλ)
(Sσν) ρ

λ +
∂L

∂(∂σAλ)
(Sνµ) ρ

λ − ∂L

∂(∂νAλ)
(Sµσ) ρ

λ

)
Aρ, (1.18)

(Sµν) ρ
λ = δµλη

νρ − δνλη
µρ (1.19)

である。よって、

fµσν = −1

2

(
Fµλ(δσλη

νρ − δνλη
σρ)Aρ + F σλ(−δµλη

νρ + δνλη
µρ)Aρ

− F νλ(δµλη
σρ − δσλη

µρ)Aρ

)
= −1

2

(
FµσAν − FµνAσ − F σµAν + F σνAµ − F νµAσ + F νσAµ

)
= −FµσAν (1.20)

となる。Belinfanteエネルギー運動量テンソルは、

Tµν = −Fµρ∂νAρ +
1

4
FαβF

αβηµν + ∂σ(F
µσAν)

= −Fµρ∂νAρ +
1

4
FαβF

αβηµν + ∂σF
µσAν + Fµσ∂σA

ν

= Fµ
σF

σν +
1

4
FαβF

αβηµν + ∂σF
µσAν (1.21)

である。その反対称部分は、

Tµν − T νµ = ∂σF
µσAν − ∂σF

νσAµ (1.22)

である。
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