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1 4次元のベクトル解析
このノートは [1]を参考にした。
4次元のユークリッド空間 {xµ}3µ=0を考える。1形式の基底 {tµ}, 2形式の基底 {pA}6A=1, 3形
式の基底 {nµ}, 4形式の基底 dKを以下で定義する：

tµ
def
= dxµ, (1.1)

pi
def
= dx0 ∧ dxi (i = 1, 2, 3), (1.2)

p4
def
= dx2 ∧ dx3, (1.3)

p5
def
= dx3 ∧ dx1, (1.4)

p6
def
= dx1 ∧ dx2, (1.5)

nµ def
= ∗dxµ, (1.6)

dK
def
= dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 ∧ dx3. (1.7)

nµは詳しくは、

n0 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, (1.8)

n1 = −dx0 ∧ dx2 ∧ dx3, (1.9)

n2 = −dx0 ∧ dx3 ∧ dx1, (1.10)

n3 = −dx0 ∧ dx1 ∧ dx2 (1.11)

である。
さて、ω(n)を任意の n形式とすると、

ω(1) = (F̃4)µt
µ, (1.12)

ω(2) =
6∑

A=1

(F6)Ap
A, (1.13)

ω(3) = (F4)µn
µ, (1.14)

ω(4) = FdK (1.15)

と書ける。
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今、F を 0形式とし、

dF ≡ (GradF )µt
µ (1.16)

と置く。また、ω(1)を (1.12)とし、

dω(1) ≡
6∑

A=1

[Rot(F̃4)]Ap
A (1.17)

と置く。更に、ω(2)を (1.13)とし、

dω(2) ≡ [Med(F6)]µn
µ (1.18)

と置く。最後に、ω(3)を (1.14)とし、

dω(3) ≡ Div(F4)dK (1.19)

と置く。
このとき、

GradF
def
=

(
(GradF )0
(GradF )i

)
=

(
∂0F

gradF

)
, (1.20)

Rot(F̃4)
def
=

(
Rot(F̃4)i
Rot(F̃4)i+3

)
=

(
−gradF + ∂0G

rotG

)
, (1.21)

F
def
= (F̃4)0, Gi

def
= (F̃4)i, (1.22)

Med(F6)
def
=

(
[Med(F6)]0
[Med(F6)]i

)
=

(
divG

rotF − ∂0G

)
, (1.23)

Fi
def
= (F6)i , Gi

def
= (F6)i+3, (1.24)

Div(F4) = ∂0F + divG, (1.25)

F
def
= (F4)0 , Gi

def
= (F4)i (1.26)

となる。
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