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Abstract

この記事では、4次元ローレンツ変換および 4次元ユークリッド空間の回転の四元数に
よる表式を証明する。
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1 4次元回転と四元数
i1, i2, i3を四元数の虚数単位とする。hを h2 = −1で、ikと可換な数とする1)。4次元ミンコ
フスキー空間の点は、

q = q0 + qkhik (qµ ∈ R) (1.1)

と表される。このとき、

qq̃ = (q0)2 − (qk)2 (1.2)

である。X̃はXの四元数としての共役を表す。hについての複素共役はX∗とする。Xが、

X = x0 + xkik , xµ = yµ + hzµ , yµ, zµ ∈ R (1.3)

1)ラテン (小)文字の添え字は 1, 2, 3を表し、ギリシャ(小)文字の添え字は 0, 1, 2, 3を表す。
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のとき、Xを双四元数という。ローレンツ変換は、Aを双四元数として、

q′ = AqÃ∗ , AÃ = 1 (1.4)

と書ける (§ 2)。特に、Ã∗ = Aの場合がローレンツブーストで、A∗ = Aの場合が 3次元空間回
転である。
4次元ユークリッド空間の点は、

q = q0 + qkik (qµ ∈ R) (1.5)

で表される。4次元回転は、A, Bを単位四元数 (AÃ = 1 = BB̃)として、

q′ = AqB (1.6)

となる (§ 3)。

2 ローレンツ変換：SO(3, 1)

eµを、

eµeν + eνeµ = 2diag(1,−1,−1,−1) (2.1)

を満たす数とする。4次元ミンコフスキー空間の点は、

Q = q0e0 + qkek (2.2)

と表現される。付録Aより、ローレンツ変換 (SO+(1, 3)の元)は、

Q′ = AQA−1 , A = eX1eX2 · · · eXn , Xk =
∑
µ<ν

cµν(k)eµeν (2.3)

と書ける。cµν(k)は実数である。ところで、

h = −e0e1e2e3, (2.4)

hik = e0ek, (2.5)

i1 = e2e3 , i2 = e3e1 , i3 = e1e2 (2.6)

という同一視が出来る。よって、Xkは双 (純)四元数とみなせる。また、

q
def
= e0Q = q0 + qkhik (2.7)

であり、

AQA−1 = Ae0qA
−1

= e0A
∗qA−1 (2.8)

である。実際、

Ae0 = e0B (2.9)
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と置くと、

B = e0Ae0 = e0e
X1e0e0e

X2e0 · · · e0eXne0

= ee0X1e0ee0X2e0 · · · ee0Xne0

= eX
∗
1 eX

∗
2 · · · eX∗

n = A∗ (2.10)

である。よって、ローレンツ変換は、

q′ = A∗qA−1 = A∗qÃ = BqB̃∗ (2.11)

となる。BB̃ = BB−1 = 1である。

3 ユークリッド4次元回転：SO(4)

eµを、

eµeν + eνeµ = 2diag(1, 1, 1, 1) (3.1)

を満たす数とする。4次元ミンコフスキー空間の点は、

Q = q0e0 + qkek (3.2)

と表現される。付録Aより、4次元回転 (SO(4)の元)は、

Q′ = AQA−1 , A = eX , X =
∑
µ<ν

cµνeµeν (3.3)

と書ける。cµνは実数である。ところで、

j
def
= e0e1e2e3, (3.4)

jik = e0ek, (3.5)

i1 = −e2e3 , i2 = −e3e1 , i3 = −e1e2 (3.6)

という同一視が出来る。j2 = 1である。よって、Xは分解型双 (純)四元数とみなせる2) 。また、

q
def
= e0Q = q0 + qkjik (3.7)

であり、

AQA−1 = Ae0qA
−1

= e0A
∗qA−1 (3.8)

である。A∗は jについての共役である。よって、4次元回転は、

q′ = A∗qA−1 (3.9)

2)x = x0 + xkik で xµ = yµ + jzµ(yµ, zµ ∈ R)の形の数 xを分解型双四元数という。
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となる。
さて、X ′, X ′′を四元数とするとき、

T (X ′ + jX ′′) = X ′ +X ′′ (3.10)

とすると、分解型双四元数X,Y に対して、

T (XY ) = T (X)T (Y ) (3.11)

である。よって、(3.9)より、

T (q′) = eT (X∗)T (q)e−T (X) (3.12)

である。今、p = T (q), A = eT (X∗), B = e−T (X)とすると、

p′ = ApB (3.13)

であり、A, Bは単位四元数である (T (X∗), −T (X)は純四元数である)。pと qとは 1対 1に対
応する。
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4 パウリ行列と4次元ローレンツ変換
パウリ行列

σ1
def
=

(
0 1

1 0

)
, σ2

def
=

(
0 −i

i 0

)
, σ3

def
=

(
1 0

0 −1

)
(4.1)

を使って 4次元ローレンツ変換を表す。今、2次元単位行列 Iを用いて、

X
def
= x0I + xkσk (4.2)

と置く。Xは xµ = (x0, xk)と 1対 1に対応する。Xはエルミート行列

X† = X (4.3)

であり、また、その行列式は、

det(X) = (x0)2 − (xk)2 (4.4)

となる。
さて、T を SL(2,C)の元とし、

X ′ def
= TXT † (4.5)

とすると、

(X ′)† = X ′, (4.6)

det(X ′) = det(X) (4.7)

である。よって、X ′ = x′0I + x′kσkと書くと、xµ → x′µはローレンツ変換である。
今、T ∈ SL(2,C)を、

T = eH (4.8)

と置く。2次行列Hは一般に、

H = (θk + iφk)σk + (θ0 + iφ0)I (θµ, φµ ∈ R) (4.9)

と書ける。ところで、

1 = det(T ) = exp
[
Tr(H)

]
(4.10)

なので、θ0 = φ0 = 0となる。よって、

T = exp
[
(θk + iφk)σk

]
(4.11)

となる。
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ローレンツ変換

X ′ = TXT † , T = exp
[
(θk + iφk)σk

]
(4.12)

は、§ 2の議論からも導ける。実際、

σk ⇐⇒ hik , 1 ⇐⇒ I (4.13)

の対応があるので、

q = q0 + qkhik ⇐⇒ X = x0I + xkσk (4.14)

である。また、Y を (2.3)のXkとすると、

eY
∗ ⇐⇒ T = exp

[
(θk + iφk)σk

]
, (4.15)

e−Y ⇐⇒ T † = exp
[
(θk − iφk)σk

]
(4.16)

である。
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A スピン群

A.1 O(p, q)群

0以上の整数 p, q (p+ q ≥ 1)に対して、

O(p, q)
def
= {Λa

b ∈ M(p+ q,R)|g◦ (q,p)ab = Λi
aΛ

j
bg
◦ (q,p)

ij } (A.1)

とする3)。ただし、g
◦ (q,p)
ab は (q + p)次の対角行列で、その最初の q成分が−1で、残りの p成分

が 1である4)5)。a, b = 0, 1, · · · , p+ q − 1である。また、

SO(p, q)
def
= {Λa

b ∈ O(p, q)| det(Λa
b) = 1} (A.2)

とする。d ≥ 1に対して、O(d, 1)をローレンツ群と呼ぶ。また、

SO+(d, 1)
def
= {Λa

b ∈ SO(d, 1)|Λ0
0 > 0} (A.3)

を狭義ローレンツ群と呼ぶ。

A.2 ピン群

この節では、ピン群について解説する。ピン群は、(すぐ後で定義する)クリフォード代数を
用いて定義される。
今、

eaeb + ebea = 2g
◦ (q,p)

ab (A.4)

を満たす量の組 {ea}a=0,1,··· ,q+p−1 を考える。ea は時空点によらないとする (∂µea = 0)。クリ
フォード代数と呼ばれる集合 C(p,q)を、

C(p,q) def
= {a0 +

n∑
k=1

∑
0≤i1<i2<···<ik≤q+p−1

ai1i2···ikei1ei2 · · · eik |a0 ∈ R, ai1i2···ik ∈ R} (A.5)

で定義する。さらに、

C(p,q)
∗

def
= {S ∈ C(p,q)|∃U ∈ C(p,q), SU = 1 = US} (A.6)

とし、クリフォード群 Γ(p,q)を、

Γ(p,q) def
= {S ∈ C(p,q)

∗ |∃Λa
b ∈ M(p+ q,R), SeaS

−1 = Λb
aeb} (A.7)

で定義する。S ∈ Γ(p,q)に対して、

e′a
def
= SeaS

−1 = [ρ(S)]baeb =: ρbaeb (A.8)

3)K = R,Cに対して、成分が Kに属する n次正方行列全体をM(n,K)と書く。
4)O(p, q)の定義において、g

◦ (q,p)

ab は最初の p成分が 1で、残りの q成分が −1の対角行列とされることが多い。
5)g

◦ (q,p)

ab = Λi
aΛ

j
bg
◦ (q,p)

ij の両辺の行列式を計算すると、[det(Λa
b)]

2 = 1を得る。
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で ρ(S)を定める。ρ(S) ∈ O(p, q)であることは、次のようにして分かる。まず、

e′ae
′
b + e′be

′
a = S(eaeb + ebea)S

−1

= 2g
◦ (q,p)

ab (A.9)

である。また、

e′ae
′
b + e′be

′
a = ρcaρ

d
b(eced + edec)

= 2ρcaρ
d
bg

(q,p)
cd (A.10)

である。上 2式より、ρ(S) ∈ O(p, q)が分かる。S,S′ ∈ Γ(p,q)に対して、ρ(S′S) = ρ(S′)ρ(S)で
あるから、ρはO(p, q)の表現である。また、0でない実数 aに対して、ρ(aS) = ρ(S)である。
Spin(p, q)と書かれる、Γ(p,q)の部分群が存在し、

ρ(Spin(p, q)) = SO(p, q) (A.11)

となる [1, 2]。Spin(p, q)の定義は、すぐ後の (A.16)である。Spin(p, q)はスピン群と呼ばれる。
Spin(p, q)は、すぐ後で定義されるピン群Pin(p, q)の部分群であり、SO(p, q)の二重被覆群であ
る6)

Pin(p, q), Spin(p, q)は次のように定義される7)。今、C(p,q)の元に作用する演算子 rを、

r(aei1ei2 · · · eik)
def
= a(−1)(p+1)keik · · · ei2ei1 , (A.12)

r(a)
def
= a (A.13)

によって定義する。ここで、aは実数であり、i1, i2, · · · , ik = 0, 1, · · · , p+ q − 1である。また、
S ∈ C(p,q)に対して、

N(S)
def
= Sr(S) (A.14)

と定義する。S ∈ Γ(p,q)のとき、N(S) = aとなる、0でない実数 aが存在する。Pin(p, q)は、

Pin(p, q)
def
= {S ∈ Γ(p,q)|N(S) = ±1} (A.15)

で定義される8) 。また、

Spin(p, q)
def
= Pin(p, q) ∩ C(p,q)

0 , (A.16)

Spin+(p, q)
def
= {S ∈ Spin(p, q)|N(S) = 1} (A.17)

である。ここで、C(p,q)
0 は C(p,q)の元のうち、{ea}の偶数次のみからなる元の集合である。なお、

C(p,q)
1 は C(p,q)の元のうち、{ea}の奇数次のみからなる元の集合である。

6)また、d ≥ 1 に対して、Spin(d, 1) の部分群 Spin+(d, 1) が存在し、それは SO+(d, 1) の二重被覆群である。
Spin+(p, q)は (A.17)で定義される。

7)この段落の記述は、[1, 2]を参考にした。
8)Pin(p, q)の任意の元は、v1v2 · · · vnの形に書ける。ただし、vα(α = 1, 2, · · · , n)は、vα =

∑p+q−1
j=0 a j

α ej (a
j
α ∈

R)の形の C(p,q)
∗ の元である。
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(p+ q)が偶数の時は、

ρ(Pin(p, q)) = O(p, q) (A.18)

となり、Pin(p, q)はO(p, q)の二重被覆群である [1, 2, 3]。
Spin+(p, q)のリー代数は、

spin(p, q) = {
∑
a<b

cabeaeb|cab ∈ R} (A.19)

である。Spin+(p, q)の任意の元Sは、

S = exp(X1) exp(X2) · · · exp(Xk) , Xi ∈ spin(p, q) (A.20)

と書ける。特に q = 0なら k = 1となる。
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